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Capítulo 1 
Método de coordenadas 


$ 1. Objeto de la geometría analítica. La geometría anali- 
tica estudia las propiedades de las formas geométricas (lí 
neas, figuras, cuerpos, superficies, etc.) mediante un mé- 
todo especial denominado método de coordenadas. Además, 
se aplica ampliamente el álgebra. También en geometría 
elemental se recurre a veces a métodos algebraicos como, 
por ejemplo, al determinar el área de un triángulo por los 
tres lados o al calcular el lado de un polígono regular inscri- 
to en una circunferencia, etc. Sin embargo, el dominio de 
la aplicación de métodos algebraicos a la geometría ha de- 
venido más extenso desde que se introdujo el método de 
coordenadas, el cual no sólo hizo factible el estudio de la for- 
ma y las dimensiones de las formas geométricas, sino tam- 
bién su posición en el plano o en el espacio. 

Aquí se ofrecerá únicamente un relato elemental sobre 
geometría analítica en el plano. 


$ 2. Sistema de coordenadas cartesianas rectangulares en el 
plano. Tomemos, en el plano, dos rectas perpendiculares 
entre sí Ox y Oy (fig. 1) y un punto cualquiera M. Tracemos 
desde el mismo MN y МР perpendiculares a Oy y Ох. Eli- 
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jamos cualquier segmento unidad y midamos con él los 
segmentos NM y PM. Obtendremos los números 


x=NM=0P, 
y=PM=0N. 


Estos números x e y que determinan la posición del punto 
М respecto a las rectas dadas Ox y Oy, se denominan coorde- 
nadas del punto M. Generalmente, se anotan entre paré 
tesis junto a la designación del punto, M(x; y); además, 
primero se escribe la coordenada x y después la y. 

Sea, por ejemplo, x = OP = 1 е у = ОМ = 2 unidades 
de esa misma escala. Entonces se dice que el punto M tiene 
las coordenadas М(1; 2). 

No obstante, se impone la pregunta de si existirán o 
no en el plano más puntos con las mismas coordenadas que 
М. En la fig. 2 se muestra que cada uno de los puntos M, 
My, M, y М, está distanciado de la recta Oy 1 unidad de 
la escala y de la recta Ox 2 unidades de la escala. Se obtiene 
la incertidumbre siguiente: cuatro puntos poseen iguales 
coordenadas (1; 2). Para eliminar esta deficiencia, preci- 
semos la definición de coordenadas rectangulares de los pun- 
tos en el plano. 

Se llama coordenada x del punto M al número cuya mag- 
nitud absoluta es la distancia del punto М а la recta Oy. Este 
número es positivo si M se encuentra а la derecha de Оу, 
y negativo si está a su izquierda. La coordenada х se Чепо- 
mina abscisa, y la recta Ox, eje de abscisas. 

Se llama coordenada y del punto M al número cuya mag- 
nitud absoluta es la distancia del punto М a la recta Ох. Este 
número es positivo si el punto está situado en el semiplano 
superior, y negativo cuando lo está en el inferior, La coorde- 
nada y se denomina ordenada, y la recta Oy, eje de ordenadas. 

De esta manera, en la fig. 2, los puntos М, М„ M, y 
M, tienen ya coordenadas diferentes y plenamente defini- 
das: Ма; 2), ML: 2), MA; 2) y Мй: —2). 


(su punto de, intersección O se denomina origen de coordena- 


2) el segmento unidad; 
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3) la dirección de cada uno de los ejes tomada por posi- 
tiva (en la figura, ésta se señala con flechas). 

Así se define el sistema cartesiano de coordenadas rectam- 
gulares en el plano (en honor del matemático francés Des- 
cartes (1596—1650), creador de la geometría analítica). 


то. Fic. a 


Como se ha mostrado anteriormente, en este sistema a 
todo punto del plano le corresponde un par de números reales 
x e y (sus coordenadas), que determinan la posición del 
punto en el plano, y, viceversa, a todo par de números reales 
х e y le corresponde un punto en el plano. A consecuencia de 
Ja citada correspondencia entre los puntos y las coordenadas 
de estos puntos, se dice: “dado el punto Mía; 0)" en lugar 
de “dadas las coordenadas del punto M” y “hallar el punto 
M(x; у)” en vez de “hallar las coordenadas del punto M”. 


1. Construir los puntos: 4 

F: 0), Ki 3; O), LO; — 4) 
, Construir los puntos: A(2; ЁЗ. Bi— УЗ; ҮТ). 

3. Hallar las coordenadas de las proyecciones sobre el eje Ох de los 
puntos: 4(3: 4), B(—3:— 3). C(O; — 4. 

4. Hallar las coordenadas de las proyecciones sobre el ejeOy de los 
puntos: A(2; 3), BA: — 2). C5: O. 

5. Dado el punto A(3; 2). Hallar las coordenadas del punto B simétrico 
al 4 respecto al eje Оз, y del punto C simétrico al B respecto al eje Oy. 
Construir estos puntos. 


4), CIS: — 1), DÍ 2: — 4), 
) 


к; 


п 
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6; Hallar las coordenadas de los puntos simétricos а Jos puntos 
D2: 80-5: — 4) respecto al origen de coorde- 
a constr 2 


las coordenadas de sus por ejes de coordenadas las rectas 
paca a a aos y que paris А Ste ры md 
3. Dado un cuadrado de lado igual a $ cm. Тота» sus diagonal 


$ 3. Distancia entre dos puntos. Sean dados dos puntos 
Абас UY Во: ya) (е. 3): se requiere hallar la distancia 

entre Bajemos desde А y B las perpendiculares AA, 
y BB, al eje Ox y tracemos AC|Ox. DA А АВС, porel teo! 
Tema de Pitágoras hallaremos: 


AB = |Алс* + CE. @) 

Pero, como evidencia la fig. 3, 
АС = А,В, = ОВ, — 0A, = х 
CB = BB — ВС = В,В— A,A = у,—у 


Sustituyendo los valores de AC y CB de la igualdad Ben 
la expresión (1) y designando А8 por d, obtendremos; 


= Ys 6) 


Y? + (уа — 
Se puede mostrar que la fórmula (3) es justa para cual- 
quier posición de los puntos А y В en el plano. Sean, por 
ejemplo, los puntos А y В situados como se indica en la 
de a E coo ee ve, ташны 


АС = AD +DC, 
CB = СВ, +B,B. ч) 


Por cuanto АС y CB son positivos por ser lados de un trián- 
gle sumandos de los miembros de la derecha de las igual- 
(4) también deben ser positivos. Pero las coordena- 


das del punto 4 


(3 


x<0 y уу<0; 
en consecuencia, 


AD=—x, y CB,=— yr 
12 


[Жу иы. 


a 


Así pues, 


-ntn 


ж л, 


CB = —y, Fa = Y — 
Luego de sustituidos 4C y CB en la igualdad (1) por 
sus valores, obtendremos la fórmula (3). 
EjempLo. Hallar la distancia entre los puntos A(—3; 5) 


y BU; 2). 
SoLucIoN. Según los datos 4, = 4 
= —3, n=5%=Ly=2 Ss sps 


tituyendo ‘estas coordenadas еп la 
fórmula (3), obtendremos: 


02370-37 = 
PEF 125-5. 


Resolvamos este ejemplo gráfica- 
mente. Para ello, construyamos los 
puntos dados A y В (fig. 5) y, mi- 
diendo el segmento AB, tendremos zs 
AB =5. 

La distancia del origen de coordenadas 0(0; 0) a cual- 
quier otro punto M(x; y) se calcula por la fórmula 


FFT 6 
13 


Capítulo 1. Método de coordenadas 


Ejercicios 


1. Hallar la distancia del punto M(6; — 8) al origen de coordenadas. 

2, Hallar la distancia entre los puntos: 1) 4(4: 12) y ВВ; 4), 2) 
мез; 4) y NO: Y y 3) CO; 4) y DB; 0. 

3. Hallar, por vía analitica y gráfica, la longitud del segmento que 
une los puntos A(— — 10) y BQ; — 1). 

4. El punto A(— 1; — 3) se desplazó en línea recta al punto B(4; 2). 
¿Qué tamaño tiene el camino recorrido y qué ángulo forma la trayectoria 
del punto 4 con la dirección positiva del eje Ox? 

э, д Hallar a longitud де Jos lados Че un triángulo con vértices A(3; 
Bi i; руси; 6. 

€ Mostrar que el triángulo con vértices A (—5; 2), B(3; 6) y С(4; 
— 6) es isósceles. 

7. Mostrar que el triángulo con vértices A (1; 2), B(3; 4) y С(— 1; 4) 
es rectángulo. 

Hallar, en el eje Ox, el punto A alejado 10 unidades del punto 
B(4; 6). Explicar mediante gráfico por qué se obtienen dos soluciones. 

9. Verificar, analitica y gráficamente, si están en una misma recta 

los tres puntos dados: 


DA 


J. Вр; 0 у Cid; 
2) MODAN y PO: 4. 


10. Dados dos vértices 010: 0) у А015; 0) de un triángulo equilátero, 
hallar el tercero. 

11, Hallar el punto equidistante de los puntos 0(0; 0), A(—4; 0) 
y BO; 8). 

12. Hallar el centro de la circunferencia que pasa por el punto A( 3; 
3) y es tangente al eje Ox en el punto B(4; 0). 

13. Hallar, en el eje Oy, el punto equidistante de los puntos 4(10; 8) 
y BO: 4). 

14. Hallar el punto distanciado 10 unidades del eje Ox y del punto 
4-5: 2 

15. Hallar el punto equidistante de los ejes de coordenadas y del 
punto 4(1; 2). 


$ 4. División del segmento en la razón dada. Sean los pun- 
tos dados A(x,; yı) у B(x; y) (Fig. 6). Hallar el punto 
M(x; y) que divide el segmento AB en la razón: 

АМ: МВ = т: пә 


Desde los puntos А, М у В bajemos АА, MM, y BB, 
perpendiculares al eje Ox y tracemos las rectas АС|Ох y 


*) El punto M se encuentra dentro del segmento 4B si la razón m : n 
es positiva. Cuando m:n es negativa, el punto M está situado en la 
continuación del segmento AB [véase Привалов И. И. Аналитическая 
теометрия, Физматгиз, 1962, cap.1,56. (L Priválov. Geometría analitica). 
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MD|¡Ox. Como los triángulos АМС y MBD son semejantes, 
tendremos: 


(7) 
Pero 
2) 
СМ = мум — МС = ММ — А, 
DB = B,B — B,D = В,В— ММ = ya — у. 
Sustituyendo (2) en (1), obtendremos: 
0) 


Para abreviar supongamos & = >. Entonces, de la igual- 
dad (3) obtendremos dos ecuaciones: 


15) 


6) 
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Despejando x e y de las ecuaciones (4) y (5), tendremos: 
ntan, 
1+2 
Las formulas (6) sirven para determinar las coordena- 
das del punto М(х; y) que divide en la razón т: п el 
segmento comprendido entre los puntos A (x, ; у,) y В(х; Ya). 
Puede mostrarse que las fórmulas (6) son justas para 
cualquier posición de los puntos A y B en el plano. 
En el caso particular de división del segmento AB por 
la mitad, es decir, en la razón 1:1, tendremos A = 1:1 = Î y, 
por ello, las coordenadas del centro del segmento serán: 
ata, y=nta, o 


ph 9 
аа (6) 


Si en las fórmulas (6) 2 se sustituye рог la razón 2, 


obtendremos: 


па + т. ay, + ту, в) 


Las fórmulas (8) se emplean frecuentemente en mecáni- 
ca para determinar la posición del centro de gravedad de 
un cuerpo homogéneo o para hallar el centro de fuerzas pa- 
ralelas. 

EjemrLo. Dados los puntos 4(7; 4) y B(10; —2). El pun- 
to M parte el segmento AB en la razón AM: МВ = 0,2. 
Hallar el punto М. 

SoLucioN. Según los datos 1, 7, уу=4, 2,=10, 

0,2. Sustituyendo estos datos en la fórmula 


7+02-10 


®) Como los puntos А у B no coinciden, 23# — 1. 
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segmento AB en seis partes iguales. Marquemos una de 
tales partes desde el punto A y obtendremos el punto M 
que precisamente dividirá AB en la razón 1: 5 = 0,2. Mi- 


FIG. 7 


diendo los segmentos OP y PM, hallaremos las coordenadas 
del punto M: 


1. Determinar las coordenadas del centro del segmento que une los 
puntos 4 y В: 1) A(3; 5) y В(7; 9), 2) A(0: — 12) y BS: 0). 

2. Dadas las coordenadas de los cuatro vértices de un paralelogramo: 
A(— 1; — i), В(1; 1), C(2; — 0 y D{0; — 3), hallar la longitud de las 
diagonales AC y BD, así como el punto de su intersección. 

3, Dadas las coordenadas de los tres vértices del triángulo ABC: 
AB: 7. BO: 2) y Сү— 1; 3), hallar la longitud de la mediana trazada 
desde В. 

4. Hallar el extremo B del segmento AB si se dan su otro extremo 
Ай; — 9) y el centro Cl 1; 3). 

5. El centro de gravedad de una barra homogénea se encuentra en el 
punto М(5; 1); uno de sus extremos coincide con el punto A(— 1; — 3). 
Hallar la posición del otro extremo. 

6. Hallar los vértices de un triángulo, conociendo los centros de sus 
lados: P(3; — 2), QU; 0 y 0—4; 2). 

7. Dados dos vértices adyacentes de un paralelogramo А: 2) y 
105; 7) y el punto de intersección de las diagonales M(0,5; 3), hallar sus 
demás vértices. 

В. En el segmento que une os puntos 4(6; 4) y B(1; 9) está el punto 
M que parte dicho segmento en la razón AM Hallar el 
punto M. Dar las soluciones analítica y gráfica. 
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9. Hallar los puntos que dividen en tres partes iguales el segmento 
comprendido entre los puntos M(— 3; — 7) у N(10; 2). 

10. El punto C(— 2; 1) parte el segmento 4 В en la razón AC : CB = 2. 
Hallar las coordenadas del punto B si A(10; 3). 

11. Se ha trazado un segmento del punto 4(1; — 1) al punto B(— +4: 
Э). ¿Hasta qué punto debe prolongarse en esa misma dirección para que 
su longitud se triplique? 

12. Se dan los vértices de un triángulo: A(1; 3), B(4; 1) y C(13; 10). 
Hallar el punto de intersección de la bisectriz del ángulo А con el lado ВС. 

13. En el punto A(2; 5) se concentra una masa de 2 kg, en el punto 
B(12; 0), de 3 kg. Hallar el centro de estas masas. 

14. En los puntos A(7; 1.5). B(6; 7) y C(2; 4) se han colocado car- 
gas de 60 в, 100 g y 40 g. respectivamente. Hallar el centro de gravedad 
de este sistema. 

15. Hallar las coordenadas del punto de intersección de las medianas 
del triángulo АВС, sabiendo que las coordenadas de sus vértices son: 
4(1 4, BS: O y б—2; — 1- 

16, Dados los vértices 4(4; — 2), B(1; 5) y C(—2; 0) de una placa 
homogénea triangular, hallar el centro de gravedad de la misma. 

17. Hallar el centro de gravedad de una placa homogénea triangular 
cuyos vértices se encuentran en los puntos A(x,: ¥), Blaa: Ya) Y C(s; Уз). 

18. El centro de gravedad de un triángulo coincide con el origen de 
coordenadas; uno de los vértices está en el eje Ox a cinco unidades de 
distancia del origen de coordenadas, y el segundo vértice, en el eje Oy а 
10 unidades del origen. Hallar las coordenadas del tercer vértice. 

19. Se dan dos vértices de un triángulo ABC: 4(0; 5) у BS; 3) y 
el punto de intersección de sus medianas М1; 3). Hallar el tercer vértice 


Capítulo П 
Líneas y sus ecuaciones 


$ 5. Magnitudes constantes y variables. En la actividad prác- 
tica y en técnica, al investigar un proceso cualquiera trope- 
zamos con magnitudes de dos géneros: constantes y varia- 
bles. 

Se considera magnitud constante aquella que no cambia 
su valor en el curso de un proceso cualquiera. La longitud 
del radio de una misma circunferencia y la temperatura de 
ebullición del agua pura a presión constante son ejemplos 
de magnitudes constantes. 

Las magnitudes variables cambian de valor durante el 
proceso estudiado. 

Por ejemplo, el perímetro de un polígono regular inscrito 
en una circunferencia cuando aumenta el número de lados 
y la longitud de una barra metálica al calentarla son magni- 
tudes variables, 

Con frecuencia ocurre que una misma magnitud es cons- 
tante en unas condiciones y variable en otras. Por ejemplo, 
la apotema de un polígono regular inscrito en una circun- 
ferencia es una magnitud constante; al duplicar infinita- 
mente el número de lados de este polígono, la apotema se 
convierte en variable. 


$ 6. Dependencia funcional. En matemáticas, las variables 
desempeñan un importante papel, a saber: sirven de medio 
para el estudio de los fenómenos de la naturaleza y procesos 
técnicos. En estos casos, las magnitudes variables no se 
utilizan separadas una de otra, sino en interrelación, еп 
determinada interdependencia. Examinemos el caso de de- 
pendencia de dos variables. 

Dos magnitudes variables pueden estar interrelacionadas 
de forma que a cada valor dado de una de ellas le corresponda 
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un valor totalmente definido de la otra. Tomemos, por 
ejemplo, la ecuación 


S=49f, а) 
en la que $ designa el espacio recorrido рог un cuerpo еп 
caída libre y £, el tiempo de caída. Demos al tiempo ¢ cual- 


quier valor numérico, entonces la magnitud del espacio re- 
corrido S obtendrá el valor correspondiente; por ejemplo, 


5 = 49:22 = 19,6, 


sit=4, 5 49.4 = 784, etc. 


La variable £, a la que dimos cualquier valor, se deno- 
mina variable independiente o argumento. La variable S, que 
cambia en dependencia de la variación de ¢, se llama variable 
dependiente o función. La relación entre estas dos variables 
lleva el nombre de dependencia funcional. 

Debe señalarse que, aunque damos valores arbitrarios 
al argumento, se escogen sólo los que son admisibles por 
las condiciones del problema, es decir, se toman únicamente 
los valores admisibles del argumento. Así, en el ejemplo 
examinado £ toma solamente valores positivos о cero, por 
cuanto, en este caso, el tiempo expresado por un número 
negativo carece de sentido. 

Observemos también que la elección de la variable inde- 
pendiente se dicta por las condiciones del problema. Si, 
por ejemplo, nos interesa el tiempo invertido por el cuerpo 
en el recorrido de una u otra distancia, entonces en la ecua- 
ción (1) debemos dar a S valores numéricos a los cuales corres- 
ponderán determinados valores de /. Con esta condición, 
$ será el argumento y £ la función. En tal caso y para cal- 
cular con mayor comodidad la función ż, la ecuación (1) 
debe transcribirse así: 

3 
ые 


La variable y se denomina función de la 
cada valor admisible de x le corresponde un 
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Еүємрго 1. El área del círculo es 
S=, 


En esta igualdad, a cada valor de r le corresponde deter- 
minado valor de 5; por consiguiente, el área del círculo 
es función del radio, y la propia igualdad expresa la depen- 
dencia funcional entre estas variables. 

EJEMPLO 2. El espacio recorrido por un cuerpo en movi- 
miento rectilíneo a velocidad constante v es 


S=v. 


Aquí el espacio S obtiene determinado valor correspon- 
diente al valor de £; por lo tanto, S es función del tiempo #. 

EjempLo 3. De acuerdo con la ley de Boyle-Mariotte, 
la presión $ y el volumen v de un gas están relacionados 
por la fórmula 


+=, 

donde с ез constante para la masa y temperatura dadas del 
gas. Al variar el volumen v, varía también la presión р: 
por consiguiente, la presión $ de un gas es función de su 
volumen v. 


$ 7. Líneas y sus ecuaciones. Del curso de álgebra se sabe 
que por la ecuación que define la función puede construirse 
una línea Mamada gráfico de la función. 

Por ejemplo, sea dada la ecuación у = x? que define 
y en función de x. 

Confeccionemos la tabla de algunos valores de x y los 
correspondientes de у: 


A cada par de valores de x e y obtenido en esta tabla 
le corresponde un punto en el Construyendo estos 
puntos (бе. В) y wniéndolos por una linea suave, obten- 
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dremos el gráfico de la función y = x. Como se ve, este 
gráfico define una línea todos los puntos de la cual poseen 
una misma propiedad, a saber: la ordenada de cada uno 
de ellos es igual al cuadrado de la abscisa respectiva. 


rio. 9 


El conjunto de todos los puntos del plano que poseen 
una misma propiedad se llama lugar geométrico de los pun- 
tos 

Nuestro ejemplo muestra que a una ecuación de varia- 
bles x e y le corresponde en el plano cierta línea como lugar 
geométrico de los hielos ¿cuyas coordenadas satisfacen esta 
ecuación. Los problemas de construcción de gráficos de fun- 
ciones pueden considerarse como ejemplos del problema 
general consistente en hallar la línea que corresponde a la 
ecuación dada. 

Con frecuencia se impone resolver el problema inverso: 
pom línea dit en el plano, hallar la ecuación de varia- 

æ e y que le corresponde. 

Por ejemplo, sea dada en el plano una circunferencia 
con centro en el origen de coordenadas y radio igual a cinco 
(fig. 9). Del curso elemental de geometría se sabe que esta 
circunferencia es el lugar geométrico de los puntos distantes 
del centro cinco unidades. Tomemos un punto uiera 
M(x; y) en la circunferencia. Por las condiciones, OM = 5; 
por otra parte, según la fórmula (5) de $ 3 


OM =| F + у. 
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Por consiguiente, para todo punto de nuestra circunferencia 
se debe verificar 


ЕЗШ 


а + у —25. w 


Asi, pues, a una circunferencia con radio igual a 5 y 
ына 'en el origen de coordenadas le corresponde la ecuación 
La ecuación (1) define totalmente la circunferencia dada 
у, por esto, se llama ecuación de esta circunferencia. 
Teniendo la ecuación (1) de la circunferencia, puede 
establecerse si se hallan en ella cualesquiera puntos como, 
por ejemplo, A(—3; 4) y B(—1; 3). Para ello, es necesario 
verificar si las coordenadas de los puntos A y B satisfacen 
la ecuación (1). Sustituyendo valores en esta ecuación, 
obtendremos: 
para el punto А: 


(sr 
para el punto B: 
(1° +3 =1 +9 #25. 


=9 +16 = 25, 


Las coordenadas del punto A satisfacen la ecuación (1), 
luego el punto A se halla en la circunferencia dada; en cam- 
bio, las coordenadas del punto B no satisfacen dicha ecua- 
ción, por lo tanto B no está en esta circunferencia (véase la 
fig. 9). 

DEFINICIÓN. Ecuación de la línea se llama la ecuación 
de variables x e y a la que satisfacen las coordenadas de cual- 
quier punto de esta línea y no satisfacen las coordenadas de 
cualquier punto que no se halle en la línea dada, 

De esta manera, hemos establecido que entre las líneas 
y sus ecuaciones existe una relación, por lo que se dic 

“dada la línea” en lugar de “dada la ecuación de la lí- 
nea” 

“hallar la línea” en vez de “hallar la ecuación de la li- 
nea”. 

La citada relación entre las líneas y sus ecuaciones per- 
mite estudiar las propiedadas de las primeras mediante el 
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análisis de las segundas. De aquí el nombre de la materia 
que nos ocupa: geometría analítica. 

EjemeLO 1. ¿Se halla el punto A(—2; 4) en la línea 
у=? 

SoLucióx. Sustituyendo х e y por las coordenadas del 
punto A(—2; 4) en la ecuación dada, obtendremos la iden- 
tidad: 


4=(-2*= 


Por consiguiente, A se halla en la línea dada. 

EjEmPLO 2. Dada la línea y = —3x +1 y el punto А en 
ella con abscisa —1. Hallar la ordenada de А. 

Sorución. Por cuanto el punto А se halla en la línea 
dada, todas sus coordenadas deben satisfacer la ecuación 
dada. Una coordenada х = — 1. Para hallar la segunda, es 
decir, y, sustituimos, en la ecuación x por su valor. Obten- 
dremos: 


у= -3)-1( +1=4 
Así, pues, la ordenada del punto 4 es igual a 4. 


йыда 

1. Dada la línea y = 12 x + 2. Establecer si los puntos A(2; 3), 
з; 3) y C(4; 4) se hallan en ella, 

2. Los puntos A(2; y) y B(x; 4) se hallan en la línea 4# — 5) 
Hallar la coordenada incógnita de cada punto. 

3. Hallar la ecuación de la linea todos los puntos de la cual equidistan 
de los ejes de coordenadas. Construir esta línea. 

4. Las ordenadas de cualquier punto de cierta línea son el cuádruple 
de sus abscisas. Escribir la ecuación de esta línea y construirla. 

5. Escribir la ecuación de la línea todos los puntos de la cual equi- 
distan 2 unidades del punto 0(0; 0). ¿Qué forma tiene esta lnea? 

6. Escribir la ecuación de la línea todos los puntos de la cual equi- 
distan 4 del punto M(2; —3). 

7. Los puntos de cierta línea equidistan de dos puntos A(—2; 1) 
y B(— 1; — 3). Escribir la ecuación de esta linea. 

8. Escribir la ecuación de la linea por la cual se desplaza el punto 
M(x; y) de forma que su distancia hasta el eje Ox permanece siempre 
igual а su distancia hasta el punto F(0; — 2). 

9. Determinar la trayectoria del punto M(x; y) que al desplazarse 
se mantiene a una distancia del punto 4(1; 0) igual a la mitad de la que 
Je separa del punto B(4; 0). 


24 


$ 8. Transformación de las coordenadas rectangulares 
$ 8. Fórmulas de transformación de las coordenadas rectan- 


ез. 

1. Traslado paralelo de los ejes de coordenadas. Sea el 
punto M dado en el sistema de coordenadas rectangulares 
хОу (fig. 10). Si se traslada 
el origen O de este sistema а 94 
otro punto O, (a; b), conser- 
vando el sentido de los ejes, 
entonces obtendremos un nue- 
vo sistema de coordenadas 
“ХО, Y con respecto al cual el 
punto M tendrá otras coorde- 
nadas. Hallemos la relación en- 
tre las coordenadas del punto 
М en el sistema anterior 20y ric. 10 
y en el nuevo XO, Y. 

De la fig. 10, tenemos: 


x = ОР = ОР +00 =0,P, +00 =X +a, 
у= РМ = PM + PP, = Р,М +00,= Y +b. 
Así, pues, 


н 


СТ 


cto a 
Y +b. 
De aquí 
X=x-—a, 
E 2 
ко! e 


Las fórmulas (1) sirven para hallar las coordenadas de 
un punto en el antiguo sistema хОу por las coordenadas de 
este punto en el nuevo sistema ХО, Y, y las fórmulas (2), 
para calcular las coordenadas del punto en el muevo sistema 
por sus coordenadas en el antiguo. Estas fórmulas son jus- 
tas para cualquier posición de los puntos O, y M en el plano. 

Si se toma la ecuación de cualquier línca con respecto 
al sistema de coordenadas хОу, entonces, en caso de tras- 
lado paralelo de los ejes Ox y Oy variarán no sólo las coor- 
denadas de todo punto de esta línea, sino también su ecua- 
ción. Sea, por ejemplo, у = 2x? — 4x la ecuación de una 
linea con relación al sistema de coordenadas х0у. Trasla- 
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demos el origen O al punto O, (1; —2), conservando la direc- 
ción inicial de los ejes, Utilizando las fórmulas (1), obten- 
Iremos: 


Y- 


AX +1? — HX +1) = 


=2Х*+4Х +2—4X— 4, 
de donde 
Y = 2X? (en el nuevo sistema XO, Y). 


Como se evidencia en este ejemplo, el traslado paralelo 
de los ejes de coordenadas ha cambiado (y hasta ha Simplifi- 
cado) la ecuación de la línea. No obstante, es necesario obser- 
var que tal simplificación es factible sólo con ciertos valores 
numéricos de a y b en las fórmulas (1), elegidos para ello. 

II. Giro de los ejes de coordenadas. Tomemos en el sistema 
хОу (fig. 11) el punto M con coordenadas 


PM. 


ОР e y 


Giremos el sistema de coordenadas alrededor del origen 
en un ángulo a. Este ángulo a tiene valor positivo si se ha 
formado girando los ejes en sentido contrario al movimiento 

de las agujas del reloj, y negati- 
vo, en el mismo sentido. Como 
resultado del giro de los ejes se 
obtendrá un nuevo sistema de coor- 
denadas XOY, con relación al 
cual el punto M tiene las coor- 
denadas 


X=0P, е Y= P,M. 


аға Hallemos la correlación entre las 
В coordenadas del punto М en los 
sistemas antiguo y muevo. Tracemos las rectas 


Р,В|0х y P,A 1 0х. 
Tomando en cuenta que 
A ВМР, = & POA = a 
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como ángulos formados por dos lados perpendiculares, tene- 
mos de la fig. 11: 
x=0P=04—PA=04— BP, = 
= OP, соз а — Р,М sen a = X cosa— Y sen a. 

у= PM = BM + PB = BM +АР, = Р,М cosa + 

ЖОР, sen a = Y cos a +X зеп а = X sen а + Y соза. 
Asf, pues, 


x= X cos a — Y sena, 


х 6) 
sen а + Y cos a. 


Tales son las fórmulas que permiten hallar las antiguas 
coordenadas de un punto, conociendo las muevas. Despe- 
jando X e Y en el sistema de ecuaciones (3), obtendremos 

s fórmulas: 


3 


X = x cos a m y sen z, 
x sen a + y cos a. 
mediante las cuales se hallan las nuevas coordenadas de un 


punto por antiguas dadas. Dejemos que los alumnos deduz- 
сап las fórmulas (4) por sí solos. 


EJEMPLO. Dada la ecuación de una línea 
5x? — бху + 5y*=32. 
Gírese en 45° el eje de coordenadas y hállese la ecuación 


de esta línea en el sistema de coordenadas obtenido. 
Sorución. Apliquemos las fórmulas (3). Simplifiquemos 


las mismas previamente, suponiendo а = 45”; obtendremos: 
E 5 E 
x = X cos 45° — Y sen 45 =7 č- Y), 
(5) 
у = X sen45 + Y cos45° = LP (X +Y). | 
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Sustituyendo en la ecuación dada х e y por sus valores de 
las igualdades (5), tendremos: 


e z 
s[Px- r)] < Ba— (2 e + ( + 
z А 
[Po +1] =32. 
Después de simplificar, hallaremos definitivamente: 
X? +-4Ү* = 16. 


ión del ángulo de giro a 
Hemos visto que la transformación de las coordenadas 
permite simplificar las ecuaciones de las líneas. 


Capítulo Ш 
Línea recta 


$ 9. Ecuaciones de rectas paralelas a los ejes de coordena- 
das. Tomemos una recta paralela al eje 05 y que corte en el 
Ox un segmento de magnitud a (fig. 12). 

Todos los puntos de esta recta equidistan del eje de 
ordenadas. Por consiguiente, todo punto de la recta AM 
tendrá una misma abscisa, a saber: 


(0) 


y diferentes ordenadas. De esta manera, la ecuación (1) 
define totalmente una recta paralela al eje Oy y, por ello, 
es su ecuación. Además, si a es positiva, entonces la recta 
se halla a la derecha del eje Oy, y si es negativa, а la 
izquierda. 

Tomemos una recta paralela al eje Ox y que corte en 
el Oy un segmento de magnitud 5 (fig. 13). Todos los puntos 


E 
è 


тс. 


ria. ı9 


de esta recta equidistan del eje Ox, es decir, los puntos de la 
recta BM tienen la ordenada constante 


y=, 2) 
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en cambio, las abscisas son diferentes. Como se ve, la ecua- 

ción (2) define totalmente una recta paralela al eje Ox y, 

por ello, es su ecuación. Además, si b es positiva, entonces 

la recta se halla en la parte superior 

Y al eje Ox y si es negativa, en la 

inferior. Por las ecuaciones (1) y (2) 

pueden construirse las rectas que 

definen. Por ejemplo, sea una recta 

dada por la ecuación х = —4. Tra- 

zando, en el eje Ox, el segmento 

ОА = —4 (fig. 14) y, por el punto A, 

una paralela al eje бу, obtendremos 
la recta buscada. 


$ 10, Ecuación de los ejes de coor- 
denadas. Veamos la ecuación 


х= 


de una recta paralela al eje Oy; disminuyamos la magnitud 
absoluta de a; entonces, la recta definida por esta ecua- 
ción se aproximará al eje Oy, permaneciendo siempre para- 
1а al mismo, y cuando а = Û se fundirá con él. La ecuación 


х=0 


es la ecuación del eje Оу. 
En cambio, si en 1а ecuación 

y=b 
de una recta paralela al eje Ox disminuimos la magnitud 
absoluta de b, entonces, dicha recta se irá aproximando 
al eje Ox, permaneciendo paralela al mismo, y cuando ¿= 
= 0 coincidirá con él. De esta forma, la ecuación 

y=0 
será la ecuación del eje Ox. 


Ejercicios 
1. Construir las rectas: 1) x = 3,2) z = — 5, 3) y = 3y 4) y = — 2. 
2. Escribir la ecuación de una recta paralela al eje Ox, que corte en 

el Oy un segmento igual a — 5. 
Escribir la ecuación de una recta paralela al eje Oy, que corte en 

el Ox un segmento igual a —2. 
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4. Escribir la ecuación de una recta paralela al eje Ox, que corte 
el eje Oy en el punto 4 (O: — 4). 

5. Escribir la ecuación de una recta paralela al eje Oy, que corte el 
Ox еп el punto A(S: 0). 

©. Una recta paralela al eje Ox pasa por el punto A(— 3; 2). Escribir 
la ecuación de esta recta y construirla. 

7. Una recta paralela al eje Oy pasa por А (3; — 1). Escribir la ecua- 
ción de esta recta y construirla. 

в. Una recta pasa por el punto 4(4; — 6), formando con el eje Ox 
un ángulo а = 0. Escribi la ecuación de esta recta y construirla. 

9. Una recta pasa por el punto 4(2; — 5), formando con el eje Ox 
un ángulo а = 90° Escribir la ecuación de esta recta y construirla. 

10. El lado de un cuadrado es igual a 12. Escribir la ecuación de sus 
lados si por ejes de coordenadas se toman rectas paralelas a los lados que 
pasen por el centro del cuadrado, 

11 Los lados de un rectángulo, iguales a 6 y 8, coinciden con los ejes 
de coordenadas, Escribir la ecuación de los lados de ese rectángulo si está 
Situado en el primer ángulo de coordenadas. 


$ 11. Ecuación de la recta que pasa por el origen de coorde- 
nadas. Tracemos una recta por el origen de coordenadas, 
formando un ángulo а (x + 90”) con el eje Ox (fig. 15). Se 
toma por positivo el ángulo а contando desde la dirección 
positiva del eje de abscisas en sentido contrario al movi- 
miento de las agujas del reloj (véase la fig. 15), y negativo, 
en el mismo sentido de éstas. 

Tomemos cualquier punto M(x; y) en la recta trazada. 
Bajando MP perpendicular al eje Ox, obtendremos el triángu- 
lo rectángulo OMP, del cual hallaremos: 


PM=0Ptga () 
Pero 
OP=x y PM =y, 


por eso, la igualdad (1) se trans- 
cribirá así: 


у= ка. 
Suponiendo 
tga= a ноз 
obtendremos: 
у= kx. 6 


Las coordenadas de todo punto de la recta OM satisfacen 
la ecuación obtenida; puede mostrarse que las coordenadas 
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de todo punto situado fuera de OM no satisfacen dicha 
ecuación; рог lo tanto, la misma será la ecuación de la recta 
OM. Asi, pues, 

y=kx 


es la ecuación de la recta que pasa por el origen de coordenadas. 
El número k se denomina coeficiente angular. 

DEFINICIÓN. Coeficiente angular de una recta es la tan- 
gente del ángulo que la recta forma con el sentido positivo del 
eje Ох. 
зараа рсе scr: baio раіна асай Н а: 
Si el ángulo x es agudo, entonces su tangente posee valor 
positivo; si es obtuso, negativo. Por eso, la magnitud Ё en 
la ecuación de la recta será positiva si x es un ángulo agudo, 
y negativa, si obtuso. 

Observemos que соп ж = 90° no existe coeficiente angu- 
lar, por cuanto tg 90° carece de valor numérico. 

Conociendo el coeficiente angular de una recta y 
puede determinarse su posición. 

Sea y = 2x una recta a construir. 

Рага esto, hallemos el ángulo ж por los datos 


k 


kx, 


tga= 


de donde 
a = 63°26". 

Tomando el punto O como vértice y 
construyendo el ángulo hallado, obtendremos 
la recta buscada (бе. 16). 

Esta recta puede construirse también de 
un modo más sencillo. 

Se sabe que la posición de toda recta 
se define por dos puntos; por este motivo, 
para resolver el problema es necesario conocer 
sus coordenadas. En nuestro caso, basta 
соп determinar las coordenadas de un punto, 

тюз por cuanto las del segundo (origen le coor- 

denadas) ya las sabemos. Para esto, demos 

cualquier valor a x, por ejemplo, х = 2; entonces, de la 
ecuación de la recta hallaremos: 


y=2-2=4. 


2 
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$ IL Recta que pasa por el origen de coordenadas 


Los valores x = 2 е у = 4 serán precisamente coordena- 
das de un punto de la recta dada. Construido este punto, 
trazaremos la recta que pasa por él y el origen de coordena- 
das (véase la fig. 16). 


Ejercicios 


1. Escribir la ecuación de una recta que pase por el origen de coorde- 
nadas y forme, con la dirección positiva del eje Ox, uno de los ángulos si- 
guientes: 1) 45, 2) 50%, 3) BF, 4) O° y 3) 180%, 

2. Sea y = kx la ecuación de una recta dada. ¿Cuál será la posición 
de ésta con I) а = 0, 2) 4 1, ув Зу 4 4=—12 

3. Los lados de un rectángulo, iguales a 4 cm y 3 cm, coinciden con 
el sentido positivo de los ejes de coordenadas. Escribir la ecuación de la 
diagonal que parte del origen de coordenadas. 

4. ¿Qué ángulo forman las siguientes rectas con la dirección positiva 


del eje Ox: I) y 


3 2 
155 2 у= хуру? 


5. Construir las rectas: I) y= 25 2) y= 


6. Dada la recta y = 3x. ¿Hállanse en ella los puntos 4(1: 3). B(2; 3) 
y а= + y ШШ Verificar gráfica y analíticamente. 


7. ¿En cuál de las rectas y = 4%, y = — 3r e у = 2r se halla el 
punto 102-2; — 4)? Dar las soluciones analítica y gráfica. 

8. Dada la recta y = 1,5% y dos puntos de la misma A 
y). Hallar las coordenadas incógnitas. Dar las soluciones analitica y 

9. La recta y = Ax pasa por el punto A(— 1: 3). Hallar su coeliciente 
angular. 

10. Escribir la ecuación de una recta que pase por el origen de coor- 
denadas y el punto А (2; —4). 

11. El vértice de un triángulo rectángulo isósceles coincide con el 
origen de coordenadas, y el cateto, igual а 10, con el sentido positivo del 
eje Ox. Hallar las ecuaciones de los lados del triángulo. 

12. El vértice de un triángulo equilátero se halla en el origen de coorde- 
nadas, у uno de sus lados coincide con la dirección negativa del eje Ox. 
Escribir la ecuación de los lados del triángulo que se cortan en el origen 
de coordenadas. 

13. Construir los puntos A(— 6: 0) y B(0; 3) y el rectángulo ОЛСВ. 
Escribir la ecuación de los lados del rectángulo y de su diagonal ОС. 

34. Una fuerza está aplicada al origen de coordenadas; sus compo- 
nentes se hallan en los ejes Ох y Oy y son iguales a 3 y —2, respectiva- 
mente. Escribir la ecuación de la recta por la que está dirigida la fuerza 
y construir dicha recta. 

15. El punto A dista del origen de coordenadas 3 unidades; el coefi- 
ciente angular de la recta que pasa por el punto A y el origen de coorde- 
nadas es igual a 3/4. Hallar las coordenadas del punto 4. 
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$ 12. Ecuación de la recta con coeficiente angular y orde- 
пада inicial (ecuación explícita). Sea dada una recta AB 
que corta los ejes de coordenadas en los puntos Р y С. Mar- 
quemos ОС =b y cfectuemos el traslado paralelo del eje 
Ox, colocando el origen de coor- 
denadas en el punto С (0; b). 
Obtendremos un muevo sistema 
de coordenadas XCY (fig. 17), 
con relación al cual la ecuación 
de la recta AB tiene la forma 
Y= AX. а) 
Pasemos ahora де las nuevas 
rie. n coordenadas X e Y a las anti- 
guas x e y. Para esto, sustitu- 
yamos, en la ecuación (1), X e Y por sus valores tomados 
de las formulas (2) del $ 8, en las que se supone a= 0. 
Tendremos 


y—b=kx, 
de donde 
y=kx +0 (2 


Hemos obtenido la ecuación de la recta AB en el sistema de 
coordenadas хОу; en esta ecuación А es el coeficiente angu- 
lar, y b, la coordenada inicial. 
'uando b= 0 la ecuación (2) se convierte en у = kx 
que define una recta que pasa por el origen de coordenadas. 
Conociendo los valores Ё y ò en la ecuación у = kx + b, 
es fácil construir la recta “correspondiente. Por ejemplo, 
construyamos la recta dada por la ecuación 


+4 


y 


De la ecuación dada, tenemos Ё == 1. Por consiguiente, tg a = 
= 1, de donde. а = 45°. 

Tracemos, por el origen de coordenadas, la recta MN 
ge кел ángulo де 45° con el sentido positivo del eje 

jx (fig. 18). 

La recta y = х +4, como evidencia su ecuación, corta 
el eje Oy a la distancia ОС igual a 4 (5 = 4). Precisamente 
por esto, la recta AB, trazada por el punto C paralelamente 
а la recta MN, será la buscada. 
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$ 12, Recta com coeficiente angular y ordenada inicial 


Esta recta se puede construir por dos de sus puntos. 
Para este propósito, es más cómodo tomar los puntos de 
intersección de la recta con los ejes de coordenadas. Uno 
de ellos — el punto de intersección C de la recta con el eje 
Oy—se da por la propia ecuación, precisamente С(0; 4). Рага 


hallar el punto de intersección D de esta recta con el eje 
Ох, supongamos у = 0 еп la ecuación dada; obtendremos 
x = — 4; luego, la recta corta el eje Ox en el punto D(—4; 
0). Construimos los puntos С у D y trazamos por ellos la 
recta buscada. 

EjempLo. Hallar las ecuaciones de las rectas AB, CD y 
EF representadas en la fig. 19. 

SoLucióx. Para escribir las ecuaciones de las rectas da- 
das, es necesario determinar las magnitudes А y b y, luego, 
sustituir sus valores en la ecuación y= Ax +b. 


Para la recta AB k = tg 60° – 3, b= 
Para la recta CD k= tg (180° — 45°) 


Para la recta EF k = tg 150° 
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4A 


7 
rio. ıs 
Por consiguiente, las ecuaciones de estas rectas seran: 
AB: у = үЗх +3, 
Ср: у= —х—3, 


х +2. 


Ejercic 


1. Construir las rectas 


уу=зз+2, 3y 


y=—3z—2.‏ 4 ,2مد = ر 
¿En cuál de las rectas‏ .2 


yeso‏ ,49-241 وور 


ве halla el punto A(— 


—2)? Dar las soluciones analítica y gráfica. 


3. Dada la recta y = 5x —2 y, en ella, un punto de abscisa igual 


a 1. Determinar su ordenada. Dar las soluciones analítica y gráfica. 
4. En la recta y = — 2 


+ 1 se halla un punto, cuya ordenada es 


igual a 5. Determinar su abscisa. Dar las soluciones analítica y gtáfica. 


A 
gráfica. 
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. Dadas dos rectas y = 4¥ —2 e y = — 3x — 6. Hallar sus puntos 
¡tersección con los ejes de coordenadas. Dar las soluciones analítica у 


$ 13. Ecuación general de la recta 


6. El espacio recorrido рог un punto en movimiento uniforme зе 
define por la ecuación 5 = 5, + vt. Construir el gráfico de la trayectoria 
del punto, tomando v = 2 y S= I. 

7. La velocidad de movimiento de un punto se define por la ecuación 
= e + at. Construir el gráfico de la velocidad de movimiento del punto, 


tomando u = 3 y a= 1. 


В. Escribir la ecuación de una recta que forme un ángulo de 133° 
con el sentido positivo del eje Ox y corte, en el eje Oy, un segmento 
9. Escribir la ecuación de una recta que pase por el punto 4 formando 
un ángulo а con el sentido positivo del eje Ox, si se da: 1) 4(0; 2), = 
=45; 2) А0: — 3), а = 135% 3) A(O; 4), а = 150°. 
10. Hallar los ángulos formados con el sentido positivo del eje Ox 


por las rectas: D) у= }З»+2; ЭЗ у=—»—35; Эу Pas 


la ecuación de una recta que pase por el punto А( 
y forme con la dirección positiva del eje Ол un ángulo: 1) а = 0°, 2) а = 
Dor y 3) a = 1807 

12. Hallar la ecuación de una recta que pase por el punto A(1; — 3) 
y forme con la dirección positiva del eje Ox un ángulo igual a are tg (2). 

13. Hallar el coeficiente angular de una recta que pase por el punto А 
y corte un segmento igual a еп el eje Oy, si se da: 1) 4(3: 4), b = — 2; 
204—2; I = 5 

14. Dos lados de un cuadrado coinciden con las direcciones positivas 
де los ejes de coordenadas. Escribir la ecuación de las diagonales del cua- 
rado si su Jado es igual a 12. 

15. Escribir la ecuación de los lados de un cuadrado, cuyas diagonales 
sirven de ejes de coordenadas. La longitud del lado es 4. 

16. El lado de un cuadrado es 4 J 2. Hallar la ecuación de sus lados y 
diagonales si uno de sus vértices se halla en el origen de coordenadas y 
una diagonal coincide con el sentido positivo del eje Oy. 

17. El vértice de un triángulo regular con lado igual a 8 cm se halla 
еп el origen de coordenadas, y su lado coincide con el sentido positivo 
del eje Oy. Escribir la ecuación de los lados del triángulo. 


$ 13. Ecuación general de la recta. En los párrafos anteriores, 
se han deducido las siguientes formas de ecuación de la 
recta 

ecuación de una recta paralela al eje O. 


=a, donde a +0; @) 


ecuación de una recta paralela al eje Ox: 
у=, donde b #0; (2) 
ecuación del eje Oy: 
х=0 6) 


37 


Capitulo III. Linea recta 


ecuación del eje Ox: 
YI (4 
ecuación de una recta que pasa рог el origen de coorde- 
nadas: 
y= 6 
ecuación de una recta con coeficiente angular y ordenada 
inicial: 
y= kx +B. (6) 
Las ecuaciones (1) — (6) agotan todas las posiciones posibles 
de una recta; por esto, puede decirse que 
toda recta зе define por una ecuación de primer grado 


Mostremos, ahora, que todas estas formas de ecuación de 
la recta pueden deducirse de la ecuación 


Ах +By+C=0 @ 


con ciertos valores particulares de los coeficientes А, В у С. 
1. Si B=0, entonces la ecuación (7) se convierte en 


Ах+с=0 
de donde 
c 
jant 
4 
Suponiendo 
obtendremos: 


La ecuación Ax +C=0 es la ecuación de una recta 
al eje Оу. 
II. Si A=0, entonces 


By +C= 


de donde 


$ 13. Ecuación general de la recta 


Suponiendo 
obtendremos: 
y=b. 
La ecuación By +C=0 define una recta paralela al 
eje Ox. 
Ш. Si B=0 y С =0, entonces 
Ax=0, 
de donde 
z=0, 


es decir, tenemos la ecuación del eje de ordenadas. 
IV. Si A = 0 y C = 0, entonces 

By=0, 
de aquí 

y=0, 
es decir, tenemos la ecuación del eje de abscisas. 

V. Si С = 0, entonces 
Ax +Ву= 0, 

de aquí 


Supongamos 


entonces 


у=й. 


La ecuación Ах + Ву = 0 define una recta que pasa 
por el origen de coordenadas. 

VI. Si ninguno de los coeficientes de la ecuación (7) 
es mulo, entonces, también en este caso puede convertirse 
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en la forma conocida de ecuación de la recta. De la ecuación 
(7), hallemos el valor de y: 


Suponiendo 


podemos escribir: 
у= +b. 
Por consiguiente, la ecuación 
Ах +Ву+С=0 


engloba todas las posibles ecuaciones de la recta (examina- 
das anteriormente por nosotros); por esto, se denomina 
ecuación general de la recta 

Así, pues, toda ecuación de primer grado 


Ах+Ву+С=0 


para todo valor de los coeficientes A, B y C, excepto la igualdad 
simultánea de A y В а cero, define una recta. 
EjempLo 1. Construir la recta 2х — 5y +10=0. 
SoLución. Lo más sen- 
cillo es construir la recta 
por los dos puntos de in- 
tersección соп los ejes 
de coordenadas. Suponiendo 
y =0 en la ecuación dada, 
obtendremos х = — 5; pre- 
cisamente las còordenadas 
(—5; 0) definirán la posi- 
ción del punto de intersec- 
ción de la recta y el eje Ox. 
FIG. 0 Para determinar el punto de 
intersección de la recta y el 
eje Oy, supongamos x = 0 en esa misma ecuación; entonces, 
tendremos y = 2; las coordenadas del punto buscado serán 


(0; 2). 
Construidos estos puntos, trazaremos por ellos la recta 
2x — 5y +10=0 (fig. 20). 
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EjempLo 2. Hallar el coeficiente angular y la ordenada 
inicial de la recta 4x +6y — 3 = 0. 


SoLución. Expresemos esta ecuación en la forma у= 
= kx +b; para ello, hallemos 
6y = —4x +3. 
de donde 
koad 
TEARS 


Comparando la ecuación obtenida y la ecuación y = kx +b, 
hallaremos: 


El coeficiente angular puede determinarse también por 
la ecuación (8). Como se evidencia, para esto es necesario 
dividir el coeficiente de x de la ecuación general de la recta 
entre el coeficiente de y, y tomar el cociente con el signo con- 
trario. De esta manera, en el ejemplo dado 


Ejercicios 
1. Construir las rectas: 1) 3r 4y + 12 = 0; 2) Ar + 5y + 20 = 


m0; 3 3x— 4y =0. 
2. Dadas las rectas 5а — Зу + 2 = 0 y 4x + 3y = O. ¿Cuál de ellas 
pasa por el origen de coordenadas? Dar las soluciones analitica y gráfica. 
3. Dadas dos rectas: 2x + 3y— 13 = O y 5z —y— 18 = 0. En la 
primera se ha tomado el punto 4 con abscisa igual a 2, y en la segunda, 
З punto В con ordenada igual a 7. Hallar la distancia entre los puntos 
йун. 
4. Dadas las rectas: 


0 6r—3y+10=0, 2) Sz + Sy 15 = 0. 


Transeribirlas en la forma y= kz +b. 


5. Dadas las rectas: 


ау-2 


Dy=- 
уу 5 


Representar estas ecuaciones en la forma general 
6. Determinar los coeficientes angulares de las rectas: 
0 22—39 +5=0, 2x+2y=0, 


а 
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7. Hallar el ángulo que la recta 3x + 3y —. 
ción positiva del eje Ox. 

8. Escribir la ecuación de una recta que pase por el origen de coorde- 
nadas y posee el mismo coeficiente angular que la recta 2x — 3y + 4 = 0. 

9. Hallar la ordenada inicial de las rectas: 1) 2r—9y—6 = 0, 
2) 5x + 2y = 0. 

10. Hallar la ordenada inicial de la recta 5x + 6y — 15 = 0 y el 
ángulo que forma con el sentido positivo del eje Ох. 

11. En la recta 2x + 3y—6 = 0, hallar el punto equidistante de 
los puntos A(4; 4) y B(6: 1) 

12. Mostrar (analiticamente) que el lugar geométrico de los puntos 
equidistantes de dos puntos 4(2; 4) y B(— 3; 1) es una recta. 

13. Mostrar (anallticamente) que el lugar geométrico de los puntos 
equidistantes de dos puntos cualesquiera es шпа recta, 


0 forma con la direc- 


$ 14. Forma segmentaria de la ecuación de la recta. Como 
ya sabemos, la posición de una recta se define o por dos 
puntos o por un punto y el ángulo que la recta forma con el 
eje Ox. Si la recta no es paralela a ninguno de los ejes y no 
pasa por el origen de coordenadas, entonces su posición 
puede determinarse también por otros datos como, por 
ejemplo, los segmentos que corta en los ejes. 

En efecto, una recta corta en ambos ejes de coordenadas 
segmentos no nulos únicamente si todos los coeficientes de 
la ecuación general de la recta son distintos de cero. Por 
consiguiente, su ecuación 


Ах +By+C=0 
puede transcribirse así: 
4x 


$ 14. Forma segmentaria de la ecuación de la recta 


El sentido geométrico de las magnitudes a y b se estable- 
ce fácilmente: 


cuando y=0 y x 
0yy 


cuando х b. 


Por consiguiente, a y b son las magnitudes de tos 
ОМ y ON que la recta corta en los ejes Ox y Oy (ig. 2), 
s 


1 
Fic. FIG. а 


La ecuación (1) se denomina forma segmentaria de la 
ecuación de la recta. 

Por ejemplo, sea dada la recta AB (fig. 22). Aquí, a=2, 
b = —3; en consecuencia, la recta АВ se expresa en la forma! 


La recta se construye muy fácilmente por la ecuación 
de la forma (1). Para ello, basta marcar en los ejes los seg- 
mentos а y è tomados de la ecuación (¡teniendo en cuenta 
sus signos!) y, por sus extremos, trazar una recta. 


эй 
1. Construir las rectas: 
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2. Una recta pasa por los puntos А y B :1) 4(0: 2). B(4:0); 2) A(—2; 
0), B(0; — 1); 3) A(0; 3), B(—2; 0). Escribir su ecuación en forma seg- 
mentaria. 


э, Determinar la longitud dal segmento de la жаш EZ —1, 
ets 

comprendido entre los pantos de interseccion de la recta сой los ejes do 
is. 

+. Tranacribir las ecuaciones dela recta dadas a continuación en forma 
a чүге НЫ PSG eT Er ET 

5. Hallo ا‎ ороон que le кеша [2 0,2) у— 
Ууз зое резе ln sj а лаа. 

йш а шея del tridaguo олово por los ejes de coordenadas 
yla eta „2-1. 

7. Las diagonales de un rombo colacidea con los ejes de coordenadas. 


Determinar el área de dicho rombo si uno de sus lados se define por la 
ecuación 


25 + 10 

8. Dos vértices adyacentes de un rombo se hallan en los puntos 
403: 0) y BO: ®). Escribir a ecuación en forma segmentar de cada lado 
del tombo si sus diagonales coinciden con los ejes de coordenadas. 

3. Un segmento de recta comprendido entre los ejes de coordenadas 
es igual a 32 y forma un ángulo de 135* con el sentido positivo del eje 
Ox. Escribir la ecuación de esta recta ea forma segmentara (dos casos) 

10, Dados los pantos 000: 0) y A(—3; 0). En el segmento ОА se ha 
construido un paralelogramo cuyas diagonales se cortan en el punto 8(0; 2). 
Escribir hs ccuaciones de lor lados del paraiciogramo. 


$ 15. Ecuación del haz de rectas. En el $ 11 se dedujo la 
ecuación 


у=, (1) 
que define una recta que pase рог el origen de coordenadas. 
Ésta ecuación representa una sola recta si el coeficiente 
angular Ё tiene un solo valor determinado. Si se dan diver- 
sos valores a la magnitud Ё, entonces la ecuación (1) defini- 
rá el conjunto de rectas que pasan por el origen de coorde- 


El conjunto de rectas que pasan por un punto se llama haz 
de rectas con centro en ese punto. De esta manera, la ecuación 
(1), en la que el coeficiente angular Ё es una magnitud va- 
айе, puede considerarse como ecuación de un haz de rectas 

е por el origen „ exceptuado el eje 
ду фос cuanto tg 90" carece de valor numérico). $ 
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$ 15. Ecuación del haz de rectas 


Deduzcamos ahora la ecuación de un haz de rectas con 
centro en cualquier punto del plano como, por ejemplo, en 
el punto O, (х,; у). Para ello, efectuemos el traslado para- 
lelo de los ejes Ox y Oy, colocando el origen de coordenadas 
en el punto O, (x,; y). Obtendremos y уд 

un nuevo sistema de coordenadas XO, Y F 
(fig. 23), con relación al cual la ecua- i 
ción de un haz de rectas con centro en — [-——-. 
el punto O, tiene la forma: 


Y =kX. (2) И з z 
7 


Pasemos de las nuevas coordenadas X E 

e Y a las antiguas x e y. Con este ros 

propósito, sustituyamos X e Y por sus 

valores tomados de las fórmulas (2) de $ 8, en las que 

sustituiremos a у û рог х, € Y, respectivamente. 
Obtendremos' 


у— رو‎ = х — ху). (3) 


La ecuación (3) define el haz de rectas con centro en el pun- 
to O, (х; уу, exceptuada sólo la recta paralela al eje Oy 
(por cuanto ё = tg 90° carece de valor numérico). 

Para separar de este haz una recta que forme un ángulo 
dado con el eje Ox, es necesario sustituir en la ecuación (3) 
k por su valor numérico. Por ejemplo, sea el punto M(2; 
—5) el centro de un haz de rectas, entonces la ecuación de 
la misma tendrá la forma: 


y+5=M:-2. (0 


Separemos de este haz una recta que forme un ángulo 
а= 45° con el sentido positivo de Ox; entonces 


k= tg 4 


=1, 

y la ecuación (4) se convertirá en la siguiente: 
у+5=х—2 
х-у—171=0. 
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Ejercicios 

1. Dada la ecuación de un haz de rectas y + 2 = A(r— 6). Hallar 
las coordenadas del centro de esta familia 

2. Dada la ecuación de un haz de rectas y — 
estas rectas por el punto M(—3; 4)? 

3. Escribir la ecuación del haz de rectas que pasan por el punto 
м6: — 9). 

4. Del haz de rectas que pasan por el punto M(2; — 7), una de ellas 
forma un ángulo de 60° con la dirección positiva del eje Ox, у otra, de 
150°. Escribir la ecuación de estas rectas. 

5. Escribir la ecuación de una recta que pase por el punto M(— 
$) y forme, con el sentido positivo del eje Oz, uno de los ángulos: 4 
30% 135%, 180°. 

6. Escribir la ecuación de una recta que pase por el punto M(10; — 2) 
y forme, con la dirección positiva del eje Ox, un ángulo igual a 

Daretg3, 2) are tg (2). 

7. La altura de un triángulo isósceles coincide con el sentido positivo 
del eje Oy, y la base, con el Ox. Escribir la ecuación de los lados del tri- 
ángulo si uno de elos forma un ángulo de 135° con la dirección positiva 
del eje Ox, y su altura es igual a 5. 

8. La altura de un triángulo equilátero, igual a 6 J3, coincide con 
la dirección positiva del eje Oy, y la base, con el eje Ox. Escribir la ecuación 
de los lados laterales del triángulo. 

3. Escribir la ecuación de los lados de un trapecio isósceles, sabiendo 
que sus bases son iguales а 10 y 6 y los lados forman un ángulo de 60° 
con la base, Por ejes de coordenadas se han tomado la base mayor 
(eje Ox) y el eje de simetria del trapecio (eje Оу). Examinar dos casos. 


$ 16. Ecuación de la recta que pasa por dos puntos dados. 
Sean A(x; у) у B(x; уз) dos puntos dados; se requiere 
hallar la ecuación de la recta que pasa por ellos. 

Supongamos, primero, que х, + ху, y, # Уз. Si, por ejem- 
plo, se toma el punto A, entonces, por él, puede trazarse 
un haz de rectas, cuya ecuación será: 

у-у = х ху), а) 

donde a todo valor de Ё le corresponde una recta. 

Separemos de este haz la recta que pasa también por el 
segundo punto B (fig. 24). Para hallar su ecuación, es nece- 
sario determinar el coeficiente angular. Pero, por cuanto el 
Punto B está en la recta buscada, entonces, sus coordenadas 
deberán convertir la ecuación (1) en una identidad con В 
igual al coeficiente angular de esta recta. Sustituyendo 
coordenadas x e y en la ecuación (1) por las coordenadas 
del punto B, obtendremos: 


MA = Ма — а); 


(x +3). ¿Pasan 
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$ 16. Recta que pasa por dos puntos dados 


4 


том 


de aquí hallaremos el coeficiente angular de la recta buscada: 


Sustituyendo, en la ecuación (1), # por su valor hallado: 


кй 


Transformemos esta ecuación, dividiendo ambos miembros 
entre y, — У; obtendremos: 
n 
» 
La igualdad (2) es la ecuación de la recta que раза por dos 
puntos dados. La misma es un caso particular de la ecuación 
general de la recta. 

Si 1, = жу о уу = Yp la fórmula (2) pierde el sentido, 
por cuanto no puede dividirse entre cero. En estos casos, 
los puntos А y В o bien se hallan en una recta paralela al 
eje Oy o bien en una paralela al Ox. En el primer caso, la 
ecuación tendrá la forma 


2) 


еп el segundo, 


т=з 


EjemeLo 1. Escribir la ecuación de la recta que pasa por 
los puntos 
A(-4; 6) y В(2; —3). 
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n=- а 


yı =6, у= —3. 
Sustituyamos estos valores en la ecuación (2), obtendremos: 


El producto de ambos miembros de esta ecuación por —18 
arroja 
2y —12=-3x-12, 
de donde 
Зх +2y=0. 

EjExeLO 2. Рог dos puntos 4(3; 2) у B(5; 2) pasa una 
recta. Escribir su ecuación. 

SoLución. Por cuanto las ordenadas de ambos puntos son 


iguales, entonces se deduce que la recta buscada es paralela 
al eje бх y, por lo tanto, su ecuación será y = 2. 


Ejercicios 
Escribir la ecuación de una recta que pase por dos puntos dados, 


si se de 
рап: 2 y я; 3. 4 аз; 0) y BIO: — 9, 
2) 42; 3) y BSD DAL) y BZ 
3) 40; 6) уа; — 1 0 48: Ш y BS; 1). 


2, Dados los vértices de un triángulo ABC: А(3; — 1), B(4; 2) y 
C(—2; 0). Escribir la ecuación de sus lados, 

3. Hallar el ángulo que cada una de las rectas que pasa por los puntos 
А y В forma con el sentido positivo del eje Ox: 1) A(2; —5) y B(4:1) 
241—3; —1) y BU: 2. 

4. En el plano de una parcela se ha marcado la posición de dos jalones 
cuyas coordenadas son M; (30; 40) y М, (50; 80). Hallar el ángulo que la 
recta ММ, forma con la dirección positiva del eje de abscisas del plano. 
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$ 17. Angulo entre dos rectas 


5. Hallar la abscisa del punto A(x; 4) situado еп la misma recta que 
los puntos B(1; 1) y C(—3, — 5). Dar las soluciones analítica y gráfica. 

6. Un punto, al desplazarse en línea recta, ocupó en ciertos momentos 
las posiciones 4(5; 2) y В(— 1; — 2). Determinar la posición de este punto 
cuando se hallaba en el eje Ox. Dar las soluciones gráfica y analítica. 

7. Determinar los segmentos que una recta que pase por los puntos 
A(2; 3) y B(4; 1) corta en los ejes de coordenadas. 

8. Escribir la ecuación de una recta que pase por el punto 4(3; — 2) 
y corte en el eje Ox un segmento igual a 5. 

9. Dadas las coordenadas de los vértices de un triángulo ABC: A(2; 
4), В(0; 2) y C(4: — 2). Escribir la ecuación de la recta que pasa por la 
mitad de los lados AC y BC del triángulo. 

10. Dadas las coordenadas de los vértices de un triángulo ABC: 
4(4: — 2), В(— 1; 5) y С(— 3; — 3). Escribir la ecuación de la mediana 
trazada desde el vértice 4. 

11. Dadas las coordenadas de tres vértices de un paralelogramo 
ABCD: A(— 1; 2), B{— 2; — 2) y C(5; — 2). Escribir la ecuación de sus 
diagonales АС y BD, 

12. Verificar por las vías gráfica y analítica si los puntos A(— 4; 0), 
8—8; 3) y СЯ; — 0) se hallan en una misma recta. 

13. Dados los vértices de un triángulo ABC: A(2; — 1), B(4: 3) 
y C(—3; 2). Escribir la ecuación de la recta que une el centro de gra- 
vedad de este triángulo y el origen de coordenadas. 


$ 17. Ángulo entre dos rectas. Sean dadas las ecuaciones 
de dos rectas: 


у= х +, 
у= Ах + 


donde д, kg, b, у b poseen 
valores totalmente defini- 
dos. Deduzcamos la fórmula 
para determinar el ángulo 
entre estas rectas. 
Designemos por е el án- 
gulo buscado, y por a, y a rcs 
los ángulos que las rectas 
dadas forman con el sentido positivo del eje Ox (fig. 25). 
El ángulo a, como ángulo externo del triángulo ABC, 
será igual a la suma de los dos internos no adyacentes, es 
decir, 


4 


Й 


а= а +, 
de donde 
= ¬ 
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Si los ángulos son iguales entre sí, entonces también se- 
rán iguales sus tangentes; por lo tanto 


tg و‎ = tg (a — a). 


Empleando la fórmula para la diferencia de tangentes de 
dos ángulos, obtendremos 


ша — tf xı 

tg9 = ече, 

TET 
Pero 

ща А y tg a= ky 
por lo tanto 


0 


Determinando tg ф por la fórmula (1), puede hallarse 
también el propio ángulo е. 
EJEMPLO. Determinar el ángulo entre las rectas: 
2x—3y +6=0 
x+5y-2=0. 


SoLución. De los datos de las ecuaciones, hallaremos los 
coeficientes angulares de estas rectas [(8) del $ 13]: 


1 2 
,اکر 2= 


De acuerdo con la fórmula (1), tenemos: 


de donde 


ә = arc tg (—1) = 135. 
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$ 17. Ángulo entre dos rectas 


El ángulo obtenido entre las rectas es obtuso. Pero si se 
toma 


entonces, calculando tg q, por esa misma fórmula (1), obten- 
diremos: 


de donde q, = 45°, Se ha obtenido un ángulo agudo adyacente 
al obtuso antes hallado (fig. 26). El primero y segundo 
valores del ángulo serán la respuesta al problema. 


Ejercicios 
1. Determinar el ángulo agudo entre las rectas: 
уу=?я+3 е у=х—2. 
2 3r—y+6=0 y х—у+4=0, 

z 


+ اسو 


=1 
s4 °з 


4y +5= 3# e у—2=0. 
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Capitulo IIT. Linea recta 


2. Hallar el ángulo entre la recta 2r — 3y + 6 = 0 y la recta que 
раза por los puntos 4(4; — 3) y В(— 3; 2). 
3. Determinar el ángulo que, al cortarse, forman las rectas: 


di corte 


узи +у—2=0 y ri + 1=0 


4. Dos rectas se cortan en el punto 4(2: — 1). Una de ellas pasa por 
el origen de coordenadas; la otra, en cambio, por el punto B(S; 1). Hallar 
el ángulo agudo entre dichas rectas. 

5. Dos rectas pasan por el origen de coordenadas formando entre sí 
un ángulo р = 45°. La relación entre sus coeficientes angulares es 6 : 1 
Escribir las ecuaciones de estas rectas. 


$ 18. Condición de paralelismo de las rectas. Si las rectas son 
paralelas entre sí, entonces el ángulo Ф entre ellas es igual 
a 0° б 180°. En este caso, en la fórmula (1) del $17, 
tg 9 = 0 y tenemos 


Mas un quebrado cs nulo si su numerador es igual a cero, o 
sea, hz — k, = 0, de donde 


Y, al revés, si 


entonces, el mumerador del quebrado del miembro derecho 
de la fórmula (1) del $ 17 se convierte en cero; en este caso, 
tg е = 0, de donde 

9=0° ó 180%, 


Y esto significa que las rectas dadas son paralelas. 

Así, pues, las rectas dadas son paralelas cuando y sólo 
cuando los coeficientes angulares son. iguales. 

Еуемрто. Escribir la ecuación de una recta que sea para- 
lela а la recta 5х +3y—7=0 y pase por el punto 
А(—2; 6). 

SoLución. Por el punto A pasa un haz de rectas, entre las 
cuales se encuentra la buscada. Por consiguiente, en primer 
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$ 18. Condición de paralelismo de las rectos 
lugar escribimos la ecuación del haz de rectas que pasan por 
el punto А [(3) del $ 15]: 

у—6= ңе +2). 
Luego, de la ecuación de la recta dada en el problema ha- 


Пато su coeficiente angular; aplicando la igualdad (8) del 
$ 13, obtendremos: 


a E 
БЕР 


De acuerdo a la condición de paralelismo, el coeficiente 
angular de nuestra recta es también igual a — 5. 


Sustituyamos el valor hallado А = — Î еп la ecuación 
de la familia: 


y= 


=-16+2. 


Cumplidas las necesarias transformaciones, obtendremos 
la ecuación buscada: 


5# +3y= 


Ejercicios. 
¿Son paralelas las rectas: 


0 2r+3y—7 =0 y 4+ 6y4+9=0, 
2) y—2r—3 =0 y 8 dy+ 10, 
3 Sy =0 y беф ر10‎ 4502 


Dar las soluciones analítica y gráfica, 

2. ¿A qué es igual a en la ecuación de la recta y = ax + 4 paralela 
a ta recta 2y — 3r — 5 = 0? 

3. Escribir la ecuación de una recta que pase por el punto 4(2; 3) 
y sea paralela a la recta y = 2z + 3. 


4. Una recta pasa por el punto A(—2; — 1) y es paralela a la recta 
2 —y=5. Escribir su ecuación 


5. Un punto se desplaza por una recta paralela a otra dada = 4 2 
y en cierto momento de tiempo pasa por el punto A(— 1: 8). Hallar la 
ecuación de la recta por que se desplaza el punto. 

6. Dados dos puntos A(3; 5) y B(— 3; 4). Escribir la ecuación de una 
recta que pase por el punto С(— 2; 1) y sea paralela a АВ. 
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Capítulo 111. Linea recta 


7. Escribir la ecuación de una recta que pase por el punto 402; 5) 
у sea paralela a la recta en la que se hallan los puntos В(—4: 3) y C(—4; 1). 
8. Una recta paralela a la recta 4x— 3y —9 = 0 corta el eje Оу 
encima del origen de coordenadas a una distancia de éste igual a 3 unidades 
Че la escala. Escribir la ecuación de esta recta. 
9. Escribir la ecuación de una recta que corte en el eje Ox un seg- 


mento igual a 3 y sea paralela a la recta Š + Ž 1 


10. El punto 4(4; — 3) es el centro de un haz de rectas. Separar 
de este haz las rectas paralelas a: 


+ ر« ,0 


43у 


) х+2у— 


11, Dando un triángulo con vértices 4(6; 4), В(— 3; 5) y C(2; 
— 6). Escribir la ecuación de una recta que pase por el punto А y sea 
paralela a la mediana trazada desde el vértice В. 

12. Dado un triángulo con vértices O(0; 0), 4(6; 0) y C(0; 8). Escribir 
la ecuación de una recta que pase por el vértice 4 y sea paralela a la 
bisectriz del ángulo С. 


$ 19. Condición de perpendicularidad de las rectas. Por cuanto 
ctg o-tg p=1, la fórmula (1) del $ 17 puede anotarse 
de la siguiente forma: 


Hh. а)‏ = و چا 


Sean dos rectas perpendiculares entre sí, entonces formarán 


un ángulo y = 90°. Sustituyendo p por su valor en la ecua- 
ción (1), obtendremos: 
1+ hls, 
ctg ЕЕ. жө 
де допде 
y 


2) 


$ 19. Condición de perpendicularidad de las rectas 


entonces, el quebrado del miembro derecho de la igualdad 
(1) del presente párrafo es igual a cero y, por consiguiente, 


ctg o = 0, de donde Ф = 90°. 


Y esto significa que las rectas dadas son perpendiculares 
entre зі. 

De esta manera, si las rectas son perpendiculares entre 
sí, entonces sus coeficientes angulares serán inversos por sw 
magnitud absoluta y de signo contrario (y viceversa). 

Por ejemplo, sí el coeficiente angular de una de las rec- 
tas si entonces, el de la recta perpendicular a ella será 


ZE 

2 

Ejemero. Escribir la ecuación de una recta que pase por 
el punto A(—3; 5) y sea perpendicular a la recta 4х — Зу — 
=10=0. 

SoLucrós. Por el punto А pasa un haz de rectas entre las 
cuales se halla la buscada. Por esto, escribamos primero la 
ecuación de este haz 


y—5=klx +3). (3) 


Para separar nuestra recta, es necesario hallar su coeficiente 
angular #,, relacionado con el coeficiente angular Ё, de la 


porconsiguien- 


te, = — 


+ 
Sustituyendo en la ecuación (3) £ por su valor А hallado, 
obtendremos: 


-5=-¿ (r +3). 


Esta es, precisamente, la ecuación de la recta buscada. 
Transformándola, hallaremos: 


4y —20=-3x—9, 


Зх +4y—11=0. 
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spitulo I11. Linea recta 
Ejercicios 
1. ¿Son perpendiculares las rectas: 
3r у—3=0 y 1+3y-0=0 
2) 2» + 6ر5‎ =0 y 5 +2у— 3= 07 


Dar las soluciones gráfica y analitica. 

2+ Escribir la ecuación de una recta que pase por el punto А02; 7) 
у sea perpendicular a la recta Jz — 2y — Š = 0 

3. Del punto A 2; — 3) a la recta x —2y + 3 = O se ha trazado 
una perpendicular. Escribir su ecuación 

£ Escribir la ecuación de una recta que pase por el punto dado 
A(2; —I) y жа perpendicular a la recta Ž — 2 = 1 


5. Escribir la ecuación de una recta que corte en el eje Oy un seg- 


mento igual а 3 y sea perpendicular а la recta Ž + Ž = 1 


6, Dadas las coordenadas de los vértices del triángulo АВС: A(3; 4), 

5) y C(7: 6). Escribir la ecuación de la altura bajada al lado AC. 
7. Escribir la ecuación de una recta que разе por la mitad de un 
segmento que una los puntos 4(4; 3) y В(— 2: 5) y sea perpendicular 
ad. 


5l 


8. Los vértices opuestos de un rombo se hallan en los puntos 4(5; 7) 
y C13: 3). Escribir la ecuación de sus diagonales. 

%. Escribir la ecuación de dos perpendiculares a la recta 2л — y + 5 =0, 
levantadas en los puntos de su intersección con Jos ejes de coordenadas. 

10. Construir el punto A(—2; 5) y la recta 2x— y = 0, Del haz 
Че rectas que pasa por el punto 4, separar dos rectas: 

1) la paralela de la dada, 

2) la perpendicular a la dada. 

. Los puntos A(—2; — 3) y B(7; 9) están unidos por un segmento 
де recta en el que se Ба tomado el punto M que parte el segmento АВ 
en la relación AM: MB = 1:2. Hallar la ecuación de la perpendicular 
2 АВ levantada en el punto M. 

12. El vértice de wno de los ángulos agudos de un triángulo rectán- 
gulo isósceles se halla en el origen de coordenadas, y la hipotenusa coincide 
con el sentido positivo del eje Ox. Escribir la ecuación de los lados del 
triángulo si su hipotenusa es igual а 4 

13. En un triángulo rectángulo isósceles se conocen: la ecuación de 
a hipotenusa 3x — 7y = 20 y el vértice del ángulo recto C(7; — 4). Escribir 
а ecuación de los catetos. 


$ 20. Intersección de rectas. Sean dadas dos rectas definidas 
por las ecuaciones 


Ax+By+C=0, 
Ax + Ву +С, = 0. 
Se requiere hallar el punto de su intersección. 
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$ 20. Intersección de rectas 


El punto de intersección de las rectas dadas es su punto 
común. Las coordenadas del mismo satisfacen tanto a la 
primera ecuación como a la segunda, o sea, estas coordenadas 
son raíces comunes de las ecuaciones dadas. 

Para hallar estas raíces es necesario, como se sabe del 
álgebra, resolver conjuntamente las ecuaciones dadas, conside- 
rándolas como un sistema de ecuaciones. 

EjemPLo 1. Hallar el punto de intersección de las rectas 


2x +3y—12=0, 


х= y- 1= 


Resolvamos las ecuaciones dadas como un sis- 
tema. Multiplicando la segunda ecuación por 3 y sumando el 
resultado a la primera ecuación, obtendremos: 


2х +3y-12=0 


= 
3x— 


5x 


3=0 


de donde 


Conociendo x, despejamos y, por ejemplo, en la segunda 
ecuación: 


х—1=3—1 


y 2. 


Еуемрго 2. Hallar el punto de intersección de las rectas 


2х—- 5y+8=0, 
4x— 10y —3=0. 


Multiplicando todos los miembros de la pri- 
mera ecuación por —2 y sumando el resultado obtenido a 
la segunda ecuación, hallaremos: 


—4x + 10y — 16 =0 


+ 
4x— 10y— 3=0_ 
—19 
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Capitulo 111. Linea recta 


lo que es imposible. Por lo tanto, el sistema de ecuaciones 
dado carece de raíces y, por ello, las rectas definidas por 
estas ecuaciones no tienen puntos comunes, es decir, son 
paralelas. 

Comparando los coeficientes angulares de las rectas dadas, 
puede llegarse a esta misma conclusión. 


Ejercicios. 


1. Hallar las coordenadas del punto de intersección de la recta 47 — 
—зу—10=0: 


1) con el eje Ол, 2) con el eje Оу. 


Dar las soluciones analítica y gráfica. 
2. Hallar el punto de intersección de dos rectas: 


0 3а—2у—4=0 y х+3у—5=0; 
—sy+7=0 у 159—3: 4 =0 


Dar las soluciones gráfica y analitica. 

3, Mostrar que las rectas 7а — 9y + 15=0 y 13% + 12у —20 = 0 
se cortan en un punto situado en el eje Oy. Dar las soluciones gráfica y 
analítica. 

4. Determinar las coordenadas de los vértices de un triángulo si se 
Чап las ecuaciones de sus lados: А 


y+‏ ,3= چر2 ,ا2 = ر 


Dar las soluciones analítica y gráfica. 

5. Hallar el punto en que la recta que une los puntos 4(4; 1) y 
в(— 1; — 4) corta el eje de abscisas. Dar las soluciones analítica y gráfica. 

6. Escribir la ecuación de una recta que pase por el punto 4(2; 5) 
y por el ponto B en que se cortan las rectas 3z — y Оу 2 + سرد‎ 
=0. 

7. Por el punto de intersección de las rectas 2r —y—3 = 0 y x — 
— 3y — 4 = 0 se ha trazado una paralela а la recta х + у = 1. Escribir 
su ecuación. 

8. Por el punto de intersección de las rectas х + 2y + 2 = 0 y 3x + 
+ 4y + 9 = Ose ha trazado una perpendicular a la recta 2x + 3y — 6 = 0. 
Escribir su ecuación. 

9. Hallar la ecuación de la mediana trazada desde el vértice А del 
triángulo ABC formado por las rectas: 

AB: 2—3y + 1M=0, 


ас: × + ر4‎ = 0 
10. Dadas las ecuaciones de los lados de un triángulo: 2x — 3y = 
=3 х+3у=7 2y + 1 0. Escribir la ecuación de la айша 
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11. Dado un triángulo, las ecuaciones de cuyos lados son 
3 +2y—5 =0, зау 0, 3r+y— l= 0 
Escribir la ecuación de la perpendicular al lado 3x + 2y — 3 = 0, levan- 
tada en su mitad. 
12. Las diagonales de un rombo se cortan en el punto М(5; 1). Las 


ecuaciones de una de sus diagonales y de uno de sus lados son, respecti- 
vamente, 


о, 


у—«++4=0 y dy 
Hallar las coordenadas de sus vértices. 


Problemas mixtos 


1. Hallar el punto de intersección de la recta 
ejes de coordenadas. 

2. Mostrar que las rectas 4r+3y— 
2x—y + 5 = 0 pasan por un punto. 

3. Una recta, paralela al eje Ox y que dista del mismo 4 unidades 
contadas en el sentido positivo del eje Oy, corta la recta Jx — 4y + 5 = U. 
Hallar el punto de intersección de dichas rectas. 

4. Mostrar que la recta en que se hallan los puntos A(— 
B(2; — 4) pasa por el origen de coordenadas, 

5. Escribir la ecuación de una recta que pase por el punto 4(3; — 3) 
y corte en el eje Ox un segmento igual a — 2 

6. Verificar si los puntos 4(1: 3), В(3; 7) y C(10; 12) se hallan en 
una misma recta. 

7. Hallar la longitud del segmento de la recta 4r + 3y + 12 = 0, 
comprendido entre los ejes de coordenadas. 

. ¿Qué ordenada tiene el punto С\З; у) situado en la misma recta 
que los puntos A(— 8; — 6) y B(— 3; — 1)? 

9. Escribir la ecuación de una recta que pase por el punto A(— 3; 4) 
y sea paralela a la bisectriz del primer ángulo de coordenadas. 

10. En la bisectriz del primer ángulo de coordenadas, hallar un punto 
cuya distancia hasta el punto M(—2; 0) sea igual a 10. 

11. ¿Cúal deberá ser el valor de т para que la recta 
pase por el punto de intersección de las rectas 2x —y + l 

+35 


4y = 8 con los 


0 HF + 6=0 y 


Oy 


mx + 3 
у= 


12. Los vértices opuestos de un cuadrado se hallan en los puntos 
2; 3) y C(2; 8). Hallar la longitud y las ecuaciones de sus diagonales. 
13. Dos vértices adyacentes de un cuadrado ABCD se hallan en los 

(— 3: 4) y DI3: 2). y su diagonal AD es paralela al eje Ох. 
Determinar las coordenadas de los otros dos vértices. 

14. Dadas las ceuaciones de los lados de un triángulo: x + 2y — 2 = 0, 
2x + у—13 = 0 y x— 2y + 6 = 0. Mostrar que este triángulo es rec- 
tángulo y determinar el radio de la circunferencia circunscrita al mismo. 

15. Se requiere trazar una recta que pase por el punto М(20; 30) y 
forme un ángulo de 45° con la dirección positiva del eje Ox. ¿A qué 
distancia del eje Ox deberán tomarse dos puntos que disten 1 y 3 del 
eje de ordenadas, рага que la recta buscada pase por ellos? 


59 


Capítulo 111. Linea recta 


16. Determinar los ángulos que los lados de un triángulo 4 BC forman 
con el sentido positivo del eje Ox, si sus vértices se hallan en los puntos. 
А0: 3), B6; 1 y C1; — 3). 

17. Dos rectas se cortan en el punto 402: — 3). Hallar el ángulo 
agudo entr elas, si una pasa por el punto 100: — 3 y otra por el 
C4: 1. 

18. Dadas dos rectas y = 2x + 1 у 3x — 2y — 5 = 0. Determinar la 
distancia entre los puntos en que se cortan por la recta х—у—3 = U. 

19. Por el punto A(— 5; 3) se ha trazado una recta de forma que 
el segmento de la misma, comprendido entre los ejes de coordenadas, se 
parta por la mitad en este punto. Escribir la ecuación de la recta. 

20. Por el punto A(— 4; — 3) se ha trazado una recta de forma que 
corte segmentos iguales en los ejes de coordenadas. Escribir la ecuación 
de esta recta. 

21. Un lado de un triángulo, igual a 10, эс halla en el eje Ox, y uno 
Че sus vértices, en el punto 4(4; 6). Hallar la ecuación de los lados de ese 
triángulo, si uno de los laterales corta un segmento igual a — 2 en el eje 
de abscisas (dos casos). 

22. Dado un triángulo АВС con vértices 4(8; 4), B{—2; 6) y СІЯ: 0). 
Desde el punto D, que divide el lado ВС en la relación BD : DC = 2:1, 
se ha trazado una recta por el centro Е del lado АВ. Hallar la ecuación 
y la longitud del segmento DE. 

23. Dados dos puntos A(—4; —3) y B(1; 2). Escribir la ecuación 
de una recta que, trazada perpendicularmente a AB por el punto C, 
divida el segmento 4/3 en la relación AC : СВ = 1:2. 

24. Dos vértices de una placa homogénea triangular se hallan en los 
puntos 4(6; 0) y B(—8; — 2), y su centro de gravedad, en el M(L; 2). 
Hallar las Coordenadas del tercer vértice. 

25. En tres puntos A(— 1; 0), B(—2; 4) y C(4; — 5) se han colocado 
cargas de 30 kg, 50 kg y 70 kg, respectivamente. Hallar el centro de 
gravedad de este sistema. 

26. Dado un triángulo ABC con vértices A{— 5: — 0, BL: 4) 
y 13; 2). Por el vértice Я se ha trazado una paralela а BC, y por cl B 
“una perpendicular a esta recta. Hallar las coordenadas del punto de intersec- 
ción de las rectas trazadas. 

27. ¿Por qué línea deberá desplazarse un punto, cuya posición inicial 
está definida por las coordenadas (3; 8), para Hegar por la vía mås corta 


hasta la recta y 


— 1? ¿En qué punto alcanzará a esta recta y 


cuál será la magnitud del espacio recorrido? 

28. Dos rectas se cortan en un punto situado en el eje Ox, formando 
entre sí un ángulo de 45°; la recta de menor pendiente con relación al 
sentido positivo del eje Ox se define por la ecuación 2x — 3y — 6 = 0. 
Escribir la ecuación de la segunda recta. 

29. Dadas las ecuaciones de los lados de un triángulo: 
+ 11=0, 3x + у— 11 = 0, x + 4y = 0. Hallar el ángulo que la mediana 
trazada al lado х + 4y = 0 forma con la dirección positiva del eje Ox. 

30. El segmento de la recta x + 2y — 6 = 0 situado entre los ejes 
de coordenadas se ha dividido en tres partes iguales, y desde los puntos 
de división se han levantado perpendiculares a dicha recta hasta la 
intersección con el eje Oy. Hallar las coordenadas de los puntos de inter- 


2 3y + 


$ 20. Intersección de rectas 


31. Dadas las mitades de los lados de un triángulo ABC: Мү(1; 1), 
муз; — 5) y М5; — 3). Escribir la ecuación de sus lados. 

32. Dados dos vértices 4(3: — 1) y B(5; 5) de un triángulo ABC y 
su ortocentro N(6; 2). Hallar las coordenadas del tercer vértice. 

33. Dadas las ecuaciones de los lados de un triángulo: x + y — 3 = 0, 
x=0, 2x + у — 1 = 0. Hallar la longitud de la altura trazada al lado 
A+y—3=0 

Hallar cl área de un paralelogramo, conociendo las ecuaciones 
de sus lados: у = 2x + 1, у = 2r — 3, y = 1—2, y = x +2 

35. Determinar el área de un rombo, conociendo las ecuaciones de sus 

+ 12 
dados у= 0. y=4, y= لک سر پوخ‎ 
36. Uno de los catetos de un triángulo rectángulo isósceles es paralelo 
al eje Ox y dista del mismo 8 unidades; la prolongación de la hipotenusa 
pasa por el origen de coordenadas. Escribir la ecuación de los lados de 
este triángulo, si el cateto es igual a 6 y el triángulo se halla en el primer 
ángulo de coordenadas (dos casos). 

37. Dos lados de un cuadrado se definen por las ecuaciones х + 3y + 
+ 10 = 0 y 3x — y —20 = 0, y su centro se halla en el punto M(3; — 1). 
Hallar la ecuación de las diagonales del cuadrado. 

38. La hipotenusa de un triángulo rectángulo isósceles es paralela 
al eje Ox. El vértice del ángulo recto se halla en el punto A(8; 20), y 
uno de los vértices agudos, en el eje Oy. Escribir las ecuaciones de los 
lados de este triángulo (dos casos). 

39. Uno de los lados de un triángulo regular es paralelo al eje Оу 
y corta un segmento igual a — 4 en el Ox, y el vértice opuesto se halla 
са el punto 4(2; 0). Hallar las ecuaciones de las alturas. 

40. La hipotenusa de un triángulo rectángulo corta los ejes de coorde- 
nadas en los puntos A(— 5; 0) y (0: 3), y uno de los catetos, en los 
puntos C(—2; 0) y D(0; 1): mientras, la prolongación del otro cateto 
corta un segmento igual а 4 en el eje Ол. Hallar las coordenadas de los 
vértices 

41. Dos lados y la diagonal que parten desde un vértice de un para- 
lelogramo se definen, respectivamente, por las ecuaciones x— y + 4 = 0, 
y =5 y 3x + 2y — 15 = 0. Escribir la ecuación de los otros dos lados dei 
Paralelogramo, si el punto de intersección de sus diagonales se halla en 
el eje Ox. 

. Dos vértices opuestos de un rombo 4 ВСР se hallan en los puntos 
4(1: 3) y С(5; 9), y el lado AD se define por la ecuación яу + 2 = 
Hallar las coordenadas de los otros dos vértices. 

43. Dos vértices opuestos de un rectángulo ABCD se hallan en los 
puntos A(l; 4) y С(5: б), y el lado CD forma un ángulo de 45° con el 
sentido positivo del eje Ox. Hallar el área de este rectángulo. 

44. Uno de los lados de un rombo pasa por el origen de coordenadas 


y forma un ángulo igual a arc tg con el sentido positivo del eje Ox, 


y otro lado se define por la ecuación y = 8. Hallar las ecuaciones de los 
demás lados, si las diagonales del rombo se cortan en un punto situado en 
el eje de abscisas, 

45. Dado un triángulo ABC con vértices 4(4; 1), BO; 5) y С(—4; 
7). Hallar el punto de intersección de la bisectriz del ángulo A y el lado 
opuesto BC. 


61 


Capítulo III. Línea recta 


46. Dados los vértices de un triángulo A(—2: —8), B(3; —8) y 
с\з; — 5). Escribir la ecuación de la bisectriz del ángulo В. 

47. Desde el punto 4(6: 9) parte un rayo de luz que forma un ángulo 
de 45° con el sentido positivo del eje Ox; al llegar al eje Ox se refleja 
de él. Hallar las ecuaciones de los rayos incidente y reflejado. 

48, Un rayo de luz en dirección de la recta 2r — 3y — 12 = 0, al 
llegar al eje Оз, se refleja. Determinar la ecuación del rayo reflejado. 

49. Un rayo de luz parte del punto 4(2; 3), se refleja del eje Ox y 
llega al punto B(3: 8). Hallar las ecuaciones de los rayos incidente y reflejado. 

50. Un rayo de luz que pasa por el punto 4(3; 4), se refleja de la 
recta x + у—2 = 0, y, después de esto, pasa por el punto B(5; 2). 
Hallar las ecuaciones de los rayos incidente y reflejado. 


Capítulo IV 
Curvas de segundo grado 


$ 21. La circunferencia y su ecuación, Se Пата circunferen- 
cia el lugar geométrico de los puntos equidistantes de un punto 
fijo llamado centro. 

Aplicando esta definición, deduzcamos la ecuación de la 
circunferencia. Sea su radio у, y el centro, el origen de coor- 
denadas. Tomemos un punto cualquiera M(x; y) en la cir- 
cunferencia (fig. 27). 

Conforme a la fórmula de la distancia entre dos puntos, 
podemos escribir: 


va 


o, tras de elevar al cuadrado ambos miembros de la igualdad, 


typer w 


Por cuanto M es un punto cualquiera de la circunferencia 
y r una magnitud constante, la igualdad (1) es justa para 
todos los puntos de la circunferencia, es decir, las coordenadas 
de todos sus puntos satisfacen esta igualdad, Mas, si esto es 
así, dicha igualdad debe considerarse ecuación de una cir- 
cunferencia de radio ғ y centro en el origen de coordenadas. 

Hallemos la ecuación de una circunferencia cuyo centro 
esté situado en cualquier punto del plano, por ejemplo, en 
el O,(a; b) (fig. 28). Traslademos los ejes de coordenadas 
Ox y Oy, conservando su sentido inicial y colocando el origen 
en el punto O,(a; 5). Obtendremos un muevo sistema de coor- 
denadas X0, Y, con relación al cual la ecuación de la circun- 
ferencia con centro en O, tendrá la forma 


X 4Y2 = ê, @ 
63 


Capitulo 11. Сигаз de segundo grado 


тїс. 


Expresemos las nuevas coordenadas X e Y рог las antiguas 
ж е y. Para este fin, en la ecuación (2) sustituyamos X е 
Y por sus valores tomados de las fórmulas (2) de $8. 
Obtendremos 


(к — a? +(x — d} (3) 


Y Y 


ric. 


La ecuación (3) define ина circunferencia con centro en el 
punto Оа; 0). 

Si se supone а = 0, la ecuación (3) se convertirá en la 
siguiente: 


а 


y definirá una circunferencia con centro en el eje Оу (fig. 29). 
Con ö = 0, la ecuación (3) tomará la forma 


(x — a)* + 
y definirá ина circunferencia con centro en el eje Ox (fig. 30). 
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$ 22. Ecuación de la circunferencia 


Por último, cuando a =0 y b= 0, la ecuación (3) se 
convierte en: 


Firer 


y definirá una circunferencia con centro en el origen de coor- 
denadas (fig. 27). 

Construyamos la circunferencia por su ecuación. Sea ne- 
cesario, por ejemplo, construir la circunferencia 

(6—28 +(у +33 = 9. 
Transcribamos esta ecuación de la siguiente forma: 
(e — 2" (у — (3) = 9; 

comparándola con (3), vemos que las coordenadas del centro 
О, de la circunferencia son (2; —3) y su radio r = 3. Ha- 
Mando el punto O, (2; —3), circunscribamos a su alrededor 
una circunferencia de radio igual a 3, que será la buscada 
(fig. 31). 


$ 22. Ecuación de la circunferencia, como forma particular 
de la ecuación general de lo grado. Eliminando parén- 
tesis en la ecuación (3) del $ 21, podemos anotar 


а — 2ах фа +y? — Zby + = 
эй +y? — 2ах — љу +a? + 
+и—+#—0. 


Multiplicando por A todos los términos 
de la última igualdad, obtendremos: 


Ax? + Ay? — 2Аах — 24by + 

+ Ае +a A= (1) 
Supongamos 

—24a =D, —24b=E, Аа ФАР Ай = Е; (2) 


entonces, la ecuación (1) de la circunferencia tomará la 
forma 


Аза + Ay +Dx +Ey +F =0. (3) 
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Capítulo IV. Curvas de segundo grado 


La ecuación (3) es un caso particular de la ecuación general 
de segundo grado de dos variables, En efecto, comparemos la 
primera con la última que, como se sabe, tiene la siguiente 
forma: 


Ax + Bay + Су + Dx +Ey +F =0. (4) 


Vemos que la ecuación (4) se diferencia de la (3) sólo por 
que en ésta son iguales los coeficientes de л? e y? y carece 
de término que contenga el producto ху. 

Por lo tanto, la circunferencia se define por una ecuación 
general de segundo grado de dos variables, si en ella son igua- 
les los coeficientes de л? e y? y carece de término que contenga 
el producto xy. 

Y, al revés, la ecuación de la forma (3), hablando en 
general, define una circunferencia. Cerciorémonos de ello en 
un ejemplo. Sea dada la ecuación 


+y 441 8у — 5 
Transcribámosla en la forma siguiente: 
(2 +42) + (32 — 8у) = 5 


y transformemos los binomios entre paréntesis еп cuadrados 
completos de la suma y la diferencia, añadiendo 4al primero 
y 16 al segundo. Para que se conserve la igualdad, añadamos 
4 +16 a su miembro derecho. Obtendremos: 


(аа +4x +4) + (5 — Ву +16) =5 +4 +16, 


0. (5) 


(к +2)? + (y — 4)* = 25. 

La última igualdad es la ecuación de una circunferencia 
de radio 5 y centro en el punto 0, (—2; 4). 

Existen, no obstante, casos en que la ecuación (3) con 
ciertos valores de los coeficientes no define una circunferencia ; 
por ejemplo, a la ecuación 28 + y? = 0 la satisfacen las coor- 
denadas de un único punto (0; 0), y a la ecuación ж? + 
+3? = —4 no la satisfacen las coordenadas de ningún pun- 
to, por cuanto la suma de los cuadrados de números reales 
no puede tener valor negativo. 

la ecuación de una circunferencia se da en forma des- 
arrollada, las coordenadas de su centro y su radio pueden 
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$ 22. Ecuación de la circunferencia 


hallarse por dos procedimientos. El primero consiste en trans- 
formar la ecuación de modo análogo a como lo hicimos en el 
ejemplo (5); para el segundo, pueden utilizarse las igualdades 
(2), de las que tenemos 


D E F 


a=-2, t=- م‎ +. (0) 


Y conociendo a, b y 7, es fácil cons- 4 

truir la circunferencia. Por ejemplo, 

para construir la circunferencia AN, А 
44 +-4у#—8х +4у—11=0 

hallamos de las igualdades (6) 


== dl == 
2-4 


A 


FIG. 3 


La circunferencia buscada está representada en la fig. 32. 

EjExeLo. Dadas una circunferencia а? + y? — 4x +2y — 
—15=0 y una recta х +y—7=0. Hallar la longitud 
de la cuerda perteneciente a la recta. 

SoLución. Por cuanto los extremos de la cuerda son pun- 
tos comunes de la circunferencia y la recta dadas, entonces 
sus coordenadas satisfacen tanto a la ecuación de la primera 
línea como а la de la segunda. Por lo tanto, para hallar es- 
tas coordenadas es necesario resolver conjuntamente ambas 
ecuaciones. Sustituyendo el valor 


-x 


El 
en la ecuación de la circunferencia, obtendremos: 


2410-4421 0) —15= 


at +49 — Мх фа 41421 — 15 =0, 
o, por último, 
at — 10x +24 = 
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Capitulo ТУ. Curvas de segundo grado 


De aquí 
х= 5 025 — 8-51, 
21=5—-1=4 x=5+1=06, 
Hallamos los valores de y: 


n=7-%=7-4=3, 
n=7-%=7-6=1. 


Así, pues, los extremos de la cuerda son los puntos con las 
coordenadas (4; 3) y (6; 1). 

Por la fórmula de la distancia entre dos puntos, podemos 
hallar la longitud de la cuerda: 


E үз 


РРР 
1. Escribir la ecuación de una circunferencia con centro en el punto 
O, y radio r, si se dan: 


000—1: 2), r= 5, 200—2; — 3), r= Vy 3) 010; 5), = 6 
2. Construir las circunferencias: 


ї ( + 3 00—22 16, 2) (2 
+ 4 = 25. 

3. Dada una circunferencia (r 3) + (у + 32 = 16. ¿Se hallan 
en ella los puntos: 


4 


ЕТЕ 


— 0. 83: —9 y C(0; — 3)? 
4. Dada una circunferencia (x+ 2® 4 (у + 3 = 13 y un punto 
en ella con la ordenada igual a 0. Hallar su abscisa. 
Escribir la ecuación de una circunferencia con centro en el punto O, 
у que pase por el punto 4, si se dan: 
0 0102; 1), 4(5: 9) y 2) 0(—3: 2, A4: 0. 


6. Escribir la ecuación de una circunferencia que pase por dos puntos: 
4(— 5: 5) y В(1; 3) y tenga radio y = Y10. 

7. Escribir la ecuación de una circunferencia que pase por dos puntos: 
4(2: 4) y B(—2; 0) y tenga el centro en el eje Ox. 

8. Escribir la ecuación de una circunferencia que pase por tres puntos: 


40: 2), В; y се;—2. 
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§ 23. La elipse y su ecuación 


9. Ambos ejes de coordenadas son tangentes a una circunferencia 
que pasa por el punto 4(2; 9). Hallar su ecuación. 

10, El eje Oy es tangente а una circunferencia en el punto 4(0; — 3); 
el radio de ésta r = 2. Escribir su ecuación. 

11. Escribir la ecuación de una circunferencia cuyo punto de tangencia 
Son el eje Ox se halle en el origen de coordenadas y que paso por el punto 

(0; — 8). 

12. Hallar las coordenadas del centro y la longitud del radio de la 
circunferencia aè + yê — 6x — 8y = 0. 

13. Construir las circunferencias 


Yat + dr —6y—3=0, 3) و12 ھر + کی‎ + 1 = 


р کوج 8ھ‎ + 8e + 7 = 0, 49 رھ + تمه‎ lór + By 5 = 0. 


14. Dadas las circunferencias a? + у#— 6x + 8y = O0 y a + ya E 
+ 2ж — 12y + 1= 0. Escribir la ecuación de su línea de centros (es de- 
cir, de la recta que pasa por los centros de estas circunferencias). 

15. Hallar la distancia entre los centros de las circunferencias a? + 
4 فو‎ = булу 12 + 11=0. 

16. Escribir la ecuación del diámetro de la circunferencia з? + 3? + 
+ 6x + Ву = 0, paralelo al eje Oy. 

17. Dada una circunferencia # + y? — 8x — 4y — 5 = 0. Escribir 
la ecuación del diámetro que forma un ángulo de 45° con el eje Ол. 

18. Dada una circunferencia а? + 9? —2x + бу 0. Escribir 
la ecuación del diámetro perpendicular а la cuerda 2r — y + 3 = 0. 

19. Hallar las coordenadas de los puntos en que la circunferencia. 
ر + تو‎ ба + 8y + 5 = 0 corta el eje Ox. 

20. Escribir la ecuación del radio trazado al punto 4(1; 4) de la 
circunferencia a? + yê —1y— 1=0, 

21. Escribir la ecuación de la tangente a la circunferencia a? + J? — 
— 12x + 2y + 12 = 0 en su punto A(9; 

22. Hallar las coordenadas de los puntos de intersección de la recta 
—1 y la circunferencia a + 39 —8x —4y—5= 0. 

23. Hallar los puntos de intersección de la recta x = 3 y la circun- 
ferencia a? + у# + Зх — 6y —9 = 0. 

24, ¿Cómo está situada la recta y — 
уі 8 9 س‎ 

25, Escribir la ecuación de la cuerda común de las circunferencias 
فو ج قر‎ 10 y کی‎ + у#— 10: — бу + 30=0. 


$ 23. La elipse y su ecuación. Se llama elipse el lugar geo- 
mae de os prte. aa amr бо Kiman е do hak: 
fijos denominados focos es constante (у mayor que la distancia 
entre los focos). 

Por ejemplo, scan tomados en una elipse los puntos My, 
Ma, My, Му, ete. (fig. 33). Si los focos se designan por 


y 


О respecto а la circunferencia 
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Capitulo TV. Curvas de segundo grado 
F y Ру, entonces, de acuerdo con la definición dada, po- 
dá escribirse 
FM, + FM, = FM, +FM,=FM, +FM,= 

= FM, +ЕМ, = const. (1) 


El lugar geométrico de los puntos que poseen la propiedad 
indicada (1) es, precisamente, una elipse. 


Y 
м 
КА 
Ё 9 ш 
Ё y 7 1 7 


ros на. з 


Sobre la base de la definición de la elipse, formaremos 
su ecuación. Para ello, elijamos el sistema de coordenadas 
del modo siguiente. Por eje Ox tomaremos la recta que pasa 

ог los focos F y F,, y por eje Oy, la mediatriz del segmento 
F, (fig. 34). Designemos por 22 la distancia FF, entre los 
focos, entonces, las coordenadas de éstos serán: 


F(c; 0) y Е0—с; 0). 


Tomemos en la elipse un punto cualquiera M(x; y). Desig- 
nemos por 2a la magnitud constante de la suma de distancias 
desde cada punto hasta los focos, entonces 


FM +Е,М = 2а. 2) 

Por la fórmula de la distancia entre dos puntos, hallaremos: 
ЕМ = |(х— д* + (у — 00 = |(х— FF + у, 

FM = Ve FF 0—0): = (FE 
Ahora, la igualdad (2) se transcribirá del modo siguiente: 
SS FF Fy = 2а 0 


y representará la ecuación de la elipse en el sistema de coor- 
denadas tomado. 
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$ 23. La elipse y su ecuación 


Simplifiquemos la ecuación (3). Para ello, pasemos uno 
de los radicales al miembro derecho: 


9 = A 
Elevemos al cuadrado ambos miembros de esta igualdad: 
(e — ej? +g" = 4 — 4ale FFF + (x +e) +, 


Eliminemos paréntesis 
at 2er +e +y? at Aa ES 
+ 4 +2сх фа +g, 
Reduzcamos términos semejantes: 


—2сх = 4a? — 4а үз? F Zex Fe + y + 2сх, 


4а [зї +2сх Fe + у? = 4а? + 40x. 


Simplificando рог 4 y elevando de muevo al cuadrado 
ambos miembros de la igualdad, obtendremos: 


aa + 2er +e + y) = (a + ea), 


ax y 2a%cx + ао? + айу? = at + 2а?сх ett, 


Pasemos a la izquierda todos los términos que contengan 
ж e y y, a la derecha, los restantes: 


atx? — a? att at ae, 


ó 
(a? — c?) x? + а?у? = a) — сї). (4) 
Pero, conforme a la definición de la elipse 
2с < 2а, 
де ааш 
e< a. 
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Capítulo ТҮ. Curvas de segundo grado 


De la última inecuación se deduce que a? — сї > 0 y, 
рог ello, esta diferencia puede designarse рог 3%, Sustitu- 
yendo este símbolo en la igualdad (4), hallaremos: 

bta? ауз = а. (5) 


Por último, dividamos entre а? todos los términos de 
la igualdad (5); obtendremos definitivamente: 


EY A 

+} =1 6) 
donde 

в-ва, 0) 


La ecuación (6) es, precisamente, la forma canónica de 
la ecuación de la elipse *). 


$ 24. Investigación de la ecuación de la elipse. Hallemos 
Primero y de la ecuación (5) del $ 23: 


y PP ме эз, 


de donde 
у=+ e. a) 


De esa misma ecuación (5), hallaremos: 


«= Fg o 
Ahora, examinemos las igualdades (1) y (2). 


*) La ecuación (6) se ha obtenido elevando dos veces al cuadrado 
1а (3), a consecuencia de lo cual, hablando en general, es posible la apa- 
rición de raíces extrañas. Se puede mostrar que la ecuación (6) no tiene 
raíces extrañas, o sea, que todo punto cuyas coordenadas satisfagan a la 
misma зе halla en una elipse. 
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$ 24. Investigación de la ecuación de la elipse 


1. Sea 
lz] <a. 


Entonces, el radicando de la igualdad (1) será un número 
positivo y, por tanto, y tendrá dos valores de igual magnitud 
absoluta, pero de signo contrario. Esto significa que a todo 
valor de х le corresponde dos puntos en la elipse simétricos 
con relación al eje Ох. 

Sea ahora 


ll <. 


Entonces, a todo valor de y, como evidencia la igualdad 
(2), le corresponden dos valores de x de igual magnitud 
absoluta, pero de signo contrario. De aquí se deduce que a 
todo valor de y le corresponden dos puntos en la elipse 
simétricos con relación al eje Oy. 

De lo dicho deducimos: la elipse 5 +5 = 1 es simé 
trica con relación a los ejes de coordenadas. 

II. Hallemos el punto de intersección de la elipse con el 
eje Ox. Sea 


y= 
entonces, de la igualdad (2), tenemos: 


=4 Үй= + а. 


De aquí se deduce: la elipse corta el eje Ох en dos puntos 
cuyas coordenadas son (a; 0) y (—a; 0) (puntos A y A, en 
la fig. 35) 

TIT. Hallemos el punto de intersección de la elipse y el 
eje Oy. Sea 


х 


0; 
entonces, de la igualdad (1) tenemos: 


=4 = 


De aquí deducimos que la elipse corta el eje Oy en dos 
puntos, cuyas coordenadas son (0; b) y (0; —5) (los puntos 
B y B, en la fig. 36) 
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IV. Si x toma valores tales que 
[x]>a; (3) 


la expresión del radicando en la igualdad (1) será negativa y, 
por lo tanto, y tendrá valores imaginarios. Mas esto signi- 


Y Y 
2 Р ul К 
сы , 
2 ү с к Я 


то.» FIG. 38 


fica que, en la elipse, no existen puntos cuyas abscisas satis- 
fagan la condición (3), о sea, la elipse está situada entre las 
rectas x= +a y х = —a (véase la fig. 35; las rectas KL 
y PQ). 
SÎ se supone 

lyi>b 152) 
de la igualdad (2) obtendremos valores imaginarios de x. 
Esto quiere decir que los puntos que satisfacen la condición 
(4) no se hallan en la elipse, o sea, ésta se encuentra entre 
las rectas у = +b y y = — b (véase la fig. 36, las rectas 
PK y QL). 

De lo dicho se deduce que la elipse está inscrita en un 
rectángulo cuyos lados son paralelos a los ejes de coordenadas, 
siendo sus longitudes 2a y 2b, y cuyas diagonales concurren 
en el origen de coordenadas (fig. 37). 

La forma de la elipse se muestra en la fig. 38. 

Los puntos А, 4,, В у B, se denominan vértices de la 
elipse, y el punto 0, centro de la misma. El segmento A,4 = 
= 2а se llama eje mayor, у el B,B = 2b, eje menor. Los 
segmentos ЕМ у FM, se llaman radios focales del punto М. 

Aplicando la definición de la elipse, se puede construir 
fácilmente esta curva mediante un movimiento continuo del 
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$ 25. Excentricidad de la elipse 


lápiz. Para ello, tomemos un hilo inelástico de longitud igual 
a Ja del eje mayor, es decir, 2а, y fjemos sus extremos en 
los focos cuya posición se presupone 

Tensemos el hilo con el lápiz y, manteniéndolo siempre 
tenso, describamos con la punta una curva que será, precisa- 


Y Y 


ron Fic. з 


mente, una elipse, por cuanto la suma de distancias de cual- 
quiera de sus puntos a los focos es igual a la longitud del 
hilo, o sea, es una magnitud constante. 


$ 25. Excentricidad de la elipse. Excentricidad de una elipse 
se llama la razón entre la distancia focal y la longitud del eje 


mayor, o sea, 2 
2a 


Generalmente, la excentricidad se designa por la letra е. 
Así, pues, 


а) 
Como 0 < с < а ($ 23), la excentricidad será una mag- 


nitud positiva inferior a la unidad. 
De acuerdo con la fórmula (7) del $ 23 


e = a=. 


Por ello, la igualdad expuesta a continuación puede servir 
para definir la excentricidad: 


(2 
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La excentricidad caracteriza la forma de la elipse, cosa 
fácil de percibir por la fórmula (2). Por ejemplo, si se dis- 
minuye la magnitud 3 sin variar a, aumentar 1а diferencia 

=Й, por lo que aumentará también el quebrado del 
miembro derecho de la fórmula y, por consiguiente, crecerá 
e. La excentricidad crecerá asimismo si aumenta a, dejando 
invariable b. 

Hemos examinado una elipse en la que ò< a. Cuando 
û > a, la ecuación (6) del $ 23 define una elipse cuyos focos 
se hallan en el eje Oy; en este caso, su eje mayor será 2b, 
y el menor, 2a. Conforme a lo señalado, la fórmula (7) del 
$ J3y hs (1) y (2) del presente párrafo tomarán la siguiente 
forma: 


$em! 
EJEMPLO. Dada una elipse 1622 +-25y* = 400. Hallar la 
longitud de sus ejes, las coordenadas de los vértices y los 
focos y la magnitud de la excentricidad. 
$огостбх. Dividiendo en- 
tre 400 ambos miembros de 
la ecuación obtendremos: 


a = س‎ 2, 


a= 5, =4. 
FIG, 22 De esta manera, el eje mayor 
de la elipse 4,4 = 2a =10, 
y el menor, B,B = 25 = 8 (fig. 39). Las coordenadas de 
sus vértices “serán: 
4(5: 0), A,(—5; 0), 
В(0: 4), B,(0; —4). 
Para hallar las coordenadas de los focos, es necesario deter- 
minar la magnitud OF = с. De la igualdad (7) de $23, 
tenemos: 
с= үа 2516-3 
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$ 26. Relación entre una elipse y una circunferencia 


Por lo tanto, dichas coordenadas serán: 
Е(3; 0) y F(3; 0). 


Por último, mediante la fórmula (1) del presente párrafo 
hallamos: 


$ 26. Relación entre una elipse y una circunferencia. Supon- 
gamos que los semiejes de la elipse son iguales entre sí, es 
decir, a = b; entonces, la ecuación de la elipse tomará la 
forma 
yl =1, 6 л фра. 

Como se sabe, la ecuación obtenida define una circunfe- 
rencia de radio а. 

Veamos a qué será igual la excentricidad en este caso; 
suponiendo, en la fórmula (2) del $ 25 


obtendremos: 


De aquí se deduce que la circunferencia es un caso par- 
ticular de elipse en la que los semiejes son iguales entre 
sí y, por lo tanto, la excentricidad es nula. 


Ejercicios. 
1. Escribir la forma canónica de la ecuación de una elipse si se dan 
sus semiejes 4 = 5 y b= 4 
э E lá 
2. Dada una elipse 22 42 = L Hallar sus ejes y la distancia 


ән 
toca, 

3. Determinar la longitud de los ejes y las coordenadas de los focos 
de la elipse 492% + 257 1176. 

4. Escribir la ecuación de una elipse en la que sus dos vértices se 
alien en los puntos (8; 0) y A.(—8; 0) y los focos tengan las coorde- 
madas ( 5: O). 

5. Escribir la ecuación de una elipse si sus focos tienen las coordenadas 
(+3; O) y la longitud del eje mayor es igual a 12. 
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6. Escribir la ecuación de una elipse, sí la longitud de su eje menor 
es igual a 6 y las coordenadas de los focos son (0; + 4). 
Hallar la excentricidad de la elipse 43% + 9y = 180. 
Escribir la forma canónica de la ecuación de una брге si se dan 
2e = 8 y e= 0.8. 
9. Escribir la ecuación de wna elipse en la que los focos tengan las 
2 


coordenadas (0; + 3) y la excentricidad sea igual a т. 


10. Escribir la forma canónica de la ecuación de una elipse, si la suma 
de sus semiejes es igual a 10 y la distancia focal, 4 }5. 


12. Dados una elipse Z + = 1 у un punto en ella con abscisa 


igual a 3. Hallar su ordenada, 
13. Escribir la ecuación canônica de una elipse que pase por el punto 


4(3: VĒ y tenga el eje mayor 2a = 2} 13. 

14. Una elipse con el centro en el origen de coordenadas y los focos 
en el eje Ox pasa por dos puntos А y B; escribir su ecuación si se dan: 
D 4015: YO. во; —2 УЗ); 2) AQYS; 213), в(—5; —3). 

15. Hallar la longitud de una cuerda que pase por un foco y sea per- 

-ndicular al eje mayor de la elipse = + — 1. 
po je mayor ip + = 1 


а 
ш. Por el centro de la elipse ê + Ê — 1 se ha trazado una recta 


en sentido de la bisectriz del ángulo de coordenadas. Hallar la longitud 
del segmento de esta recta situado dentro de la elipse. 


e 
т.да de өрө 2F = 1и ы ico un lago segur, 


uno de cuyos vértices coincide con el vértice derecho de la elipse. Hallar 
las coordenadas de los otros dos vértices del triángulo. 

18. Hallar los puntos de intersección de la elipse 44? + 93% = 36 
con las rectas: 


Ш 2+ 3у—6=0, 2( 2+ 33y = 12, 3) у=а—6. 


19. La recta 2s + y — 14 = 0 corta la elipse 43? + y? = 100. Hallar 
la longitud del segmento de esta recta situado dentro de la elipse, 

20. Determinar la trayectoria de un punto M que, al desplazarse, 
conserva una distancia al punto A(1; 0) igual a 1/3 de la que le separa 
de la recta x= 9. 

21. Determinar la excentricidad de una elipse, si el segmento entre 
los focos se ve bajo un ángulo recto desde el extremo del eje menor. 

Jn segmento de recta se desplaza de modo que sus extremos res- 
balan por los ejes de coordenadas. Mostrar que, en este caso, todo punto 
del citado segmento describirá una elipse, excepto sus extremos y el punto 
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$27. La hipérbola y su ecuación 


$ 27. La hipérbola y su ecuación. Se llama hipérbola el lugar 
geométrico de los puntos, el valor absoluto de cuya diferencia 
de distancias a dos puntos fijos denominados focos es constante 
(menor que la distancia entre los focos y no mula). 

Por ejemplo, sean los puntos M,, Mz, My, М, de una 
hipérbola cuyos focos se hallan en los puntos РУР, 
(fig. 40). Entonces, conforme a la definición dada, puede 
escribirse: 

[FM — ЕМ\| = |Е,М, — ЕМ, = |F,M, — FM,| = 
|F,M, — ЕМ, | = const. @) 


FIG. 0 FIG. st 


Utilizando la definición de la hipérbola, deduzcamos su ecua- 
ción. 

Tomemos por eje Ox la recta que pasa por los focos F, y F 
(fig. 41) y por Oy, la mediatriz del segmento FF,. 

Supongamos FF, = 2с, entonces las coordenadas de los 
focos serán 

Еб; 0) y Fle; 0). 

Tomemos en la hipérbola un punto cualquiera M(x; y) 
y designemos por 2a la magnitud absoluta de la diferencia 
de distancias de todo punto a los focos; entonces 

|F,M — FM} = 2а, 


М—ЕМ = + 2а. @ 
Por la fórmula de la distancia entre dos puntos, hallaremos: 


вм = E 
вм = VET FOF FA 
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y sustituyendo, en la igualdad (2), FM y FM рог sus ex- 
presiones, anotaremos: 

Пе +92 ә – П — 4° += 2а. 6) 

Esta es, precisamente, la ecuación de la hipérbola con rela- 

ción al Sistema de coordenadas elegido, por cuanto, conforme 

a las igualdades (1), es justa para todo punto de dicha curva. 

Simplifiquemos la ecuación (3). Para ello, pasemos uno 

de los radicales al miembro derecho: 


VE FF += 20 ү э? 
Elevemos ambos miembros al cuadrado: 
(4 db a — FF +9° + (x — e" +P, 
Eliminemos paréntesis: 


Alert фу = 
= 4a? + 4а[з# — 2сх F CF + у? + 44— er H + 
Reduzcamos términos semejantes: 


2сх = 4a? + Заз? — 2сх + с* + у# — Rex, 


4сх — 4a? = + 4а [з# — 2сх Fe + у 


Simplificando por 4 y elevando de muevo al cuadrado 
ambos miembros de la écuación, obtendremos: 


(ex — а) = аца — 2сх +0 +38). 
Eliminemos paréntesis: 
Ex — 2а%сх + at = aa — 2а%х + aè? + ay, 


cxt а% = atx? 4 аз? -+ aty? 


Pasemos a la izquierda los términos que contengan x e y, 
y los restantes, a la derecha: 


Art — аза — ayt dea, 
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$28, Investigación de a ecuación de la hipérbola 


de aquí, 
(24) xè — айу = ata. 4 
De acuerdo con la definición de la hipérbola 
2e > 2a, 
de donde 
с>а. (5) 


Conforme a la condición (5), la diferencia c? — a? бепе 
sólo valor positivo y, por lo tanto, puede designarse por b? 
Haciéndolo así en la igualdad (4), obtendremos: 

арар (6) 


Dividiendo esta última entre a%?, obtendremos defini- 
tivamente: 


т) 


donde 
=e a. 8) 

La igualdad (7) трета la forma canónica de la ecua- 
ción de la hiperbola * 
$ 28. Investigación de la ecuación de la hipérbola. De la 
ecuación (6) del $ 27, tenemos: 

ey аар, 

de aquí, 


ы 


у= + tyez а. 10) 


+) Al igual que en el caso de la elipse, puede mostrarse que la ecuación 
(7) es equivalente a la (3), es decir, no tiene raíces extrañas. 
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De csa misma ecuación (6) de $ 27, hallamos: 


EEE 
5 a 


х= 4 FFE. [2 


Investiguemos las ecuaciones (1) y (2) para esclarecer la 
forma geométrica de la hipérbola. 

1. Hallemos los puntos de intersección de la hipérbola y 
el eje Ox. Con este propósito, supongamos y = 0 en la ecua- 
ción (2); obtendremos: 


з= + = а 


De aquí se deduce: la hipérbola corta el eje Ох en dos 
puntos cuyas coordenadas som (а; 0) y (—a; 0) (fig. 42, 
puntos А y 
Т, En la estación (1), supongamos 
la| <a; 6) 
entonces, y tendrá valor imagi- 
nario, y esto significa que la 
bola no contiene puntos que 
satisfagan la condición (3). Por lo 
tanto, la franja entre las rectas 
y x=-—a (rectas KL 
Y РО dela fis. 42) no contiene 
puntos dela hipérbola E — 


ШШ. Sea 


ES 


FIG, 42 


lz] >a; КД 


entonces, de la igualdad (1), hallaremos para todo я dos 
valores reales de y de igual magnitud absoluta y signo con- 
trario. Mas esto quiere decir que a todo valor de x que satis- 
faga la inecuación (4) le corresponden, en la curva, dos 
puntos simétricos con relación al eje O. 


Por lo tanto, la hipérbola EE = 16: simétrica res- 
pecto al eje Ox. 
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Por otra parte, para todo valor y de la igualdad (2) 
hallaremos dos valores reales de х de igual magnitud o 
luta y signo contrario, es decir, a todo valor y le corresponden 
en la hipérbola dos puntos simétricos respecto al eje Oy. 


IV. Si, en la ecuación (1), se dan a x valores contenidos 
entre +a y +œ, entonces, la magnitud de y variará desde 
0 hasta oo, es decir, en este caso, a todo valor de x le 
corresponden dos puntos en la curva, simétricos con relación 
al eje Ox y alejados entre sí a una distancia tanto mayor 
cuanto mayor sea la magnitud de la abscisa. 

Si se dan a x valores entre —a y —00, entonces y varia- 
rá también de 0 a Lo. 


De todo lo dicho, se deduce que la hipérbola 


= 1 consta de dos ramas simétricas respecto al eje Oy, 
una de las cuales se halla a la derecha de la recta x= +a, 
y la otra, a la izquierda de la recta x = —a. Cada una de 
estas ramas es simétrica con relación el eje Ox (fig. 43). 

Los puntos А(а; 0) y A, (—a; 0) se denominan vértices 
de la hipérbola, y el punto 0(0; Û), centro. 

El segmento AA, = 2а se llama eje real o transverso de 
la hipérbola, a diferencia del segmento ВВ, = 2b, llamado 
eje imaginario о no transverso *. 


) El segmento BR, = 25 se llama eje imaginario, por cuanto no con- 
tiene ningún punto de la hipérbola. 
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Los segmentos F,M y FM son los radios focales del pun- 
М. 


$ 29. Excentricidad de la hipérbola. Se Пата excentricidad 
de la hipértola la razón entre la distancia focal y la longitud 


del eje real, о sea, E 
м 


La excentricidad de la hipérbola, lo mismo que la de la 
elipse, se designa por la letra e: 


e=Z. 


Por cuanto para la hipérbola c >a ($ 27), entonces 


£>1, 


y, por ello, la excentricidad de la hipérbola es mayor que 
d. 


la ші 


Conforme a la igualdad (8) de § 27 
йа + 


por esto, la fórmula (1) puede representarse en la siguiente 
forma: 


$ 30. Asíntotas de la hipérbola. Construyamos en los ejes 
de una hipérbola 


un rectángulo LORS con centro en el origen de coordenadas 
AN 2b; tracemos sus diagonales LR y 
Ús, protongándolas a ambos lados (fig. 44). 

La recta LR pasa por el origen de coordenadas por lo 
que su ecuación será: 


у=. @) 
и 


$ 30. Asintotas de la hipérbola 
Pero el coeficiente angular 


aè 
k=tg% L04 = f=. 


Sustituyendo, en la ecuación (1), A por su valor hallado, 
obtendremos la ecuación de la recta LR en la siguiente forma: 


@ 


Fic. a 


La recta QS se define también por la ecuación (1), pero 
su coeficiente angular será otro, a saber: 


k = tg < А05 = tg(180” — % 504) = 
= 18 (18000) =—tga==2. 
Así, pues, la ecuación de la recta QS será: 
ж. 6) 
Generalmente, las ecuaciones (2) y (3) se anotan así 
در‎ 4 
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Entre las rectas definidas por las ecuaciones (4) y la 
hipérbola existe una relación; establezcámosla: 

vamos por sustitución el sistema compuesto por 
las ecuaciones (4) y la de la hipérbola E — Z = Ч 
Tendremos: 


nea, 
lo que es imposible, por cuanto a + 0. De esta manera, las 
rectas (4) y la hipérbola Р =1 carecen de puntos 
comunes, es decir, las rectas (4) no cortan la hipérbola. 
En la recta LR y la hipérbola, tomemos los puntos M 
у N situados en el primer ángulo de coordenadas y que 
tengan la misma abscisa. PM es la ordenada del punto М; 
designémosla por Y a diferencia de la del punto N que 
designamos por y. De la ecuación (2), podemos anotar: 


Formemos la diferencia 
рат үза) 
y veamos cómo varía al crecer la abscisa. Para ello, multi- 


pliquemos y dividamos рог х + |57 — a? el miembro de- 
Fecho de la última igualdad; obtendremos: 


Y-y 


_ ادے 
d+ ү#— 9%)‏ 


$ 30. Asintotas de la hipérbola 


Por lo tanto, 
a 
нуна Ө 


Si, en la igualdad (5), la magnitud x crece infinitamente, 
entonces, el denominador del quebrado crecerá también in- 
finitamente, y el quebrado disminuirá, aproximándose а 
cero. Así, pues, en el triángulo rectángulo MNT, la hipo- 
tenusa NM y, por consiguiente, el cateto NT tienden a 
cero. De lo dicho deducimos: cuando la abscisa х tiende al 
infinito, la hipérbola se aproxima indefinidamente а la recta 
LR sin cortarla. 

Сото las rectas LR y QS, asi como los puntos de la hi- 
pérbola son simétricos con relación al eje Ox, se puede decir 
que también la parte de la hipérbola situada en el cuarto 

de coordenadas se aproxima indefinidamente a la 
recta 05 sin cortarla. 

La deducción hecha para la rama derecha de la hipérbola 
es también justa para la izquierda, gracias a esa misma si- 
metria de las rectas (4) y de la hipérbola con relación a los 
ejes de coordenadas. 

Las rectas 


se llaman asíntotas de la hipérbola. 

De lo dicho en el presente párrafo puede arribarse а la 
conclusión de que la hipérbola tiene todos sus puntos dentro 
de los ángulos verticales formados por las asíntotas. Esta 
circunstancia puede aplicarse en la construcción de una 
hipérbola cuando no se requiere representarla exactamente, 
sino sólo aproximadamente; para ello, es necesario trazar 
las asíntotas y una curva regular, aproximándola gradual- 
mente a las primeras. 

Еримето. Dada la hipérbola EL = 1. Determinar si 
el punto 4(2; 1,5) se halla en cualquiera de sus asíntotas. 

SoLución. De la ecuación dada, tenemos: 


16 = 
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Por lo tanto, las ecuaciones de las asíntotas serán: 


Por cuanto, conforme a la condición, el punto А se halla 
en el primer ángulo de coordenadas, entonces, sólo puede 
pertenecer a la asíntota definida por la ecuación 


Sustituyendo x e y por las coordenadas del punto А, obten- 
dremos la identidad 


Por lo tanto, el punto А se halla en la asintota indicada. 
$ 31. Hipérbolas conjugadas. Si en la ecuación de una hipér- 
bola 


йж... ۴ 
|= =1 a 


se permutan x e y y a y b, obtendremos la ecuación 


La ecuación (2) define una 
hipérbola cuyos vértices se ha- 
lan en el eje Oy; por consiguien- 
N8 to, su gje real es BB, = 2h y 

- imaginario 44, = 2а. La hipér- 
bola definida por la cación О) 
está representada en la fig. 45 con línea punteada. 

Las hipérbolas (1) y (2) se llaman conjugadas. Las mismas 

las asíntotas comunes. 


$ 33. Hipérbola equilátera referida a las asintotas 


$ 32. Hipérbola equilátera. Si en la ecuación de la hipérbola 


ти 

= 1. 
suponemos а = b, entonces tomará la forma 

ау 


eya. @ 
La ecuación (1) define una hipérbola en la que los semi- 
ejes son iguales entre sí. Tal hipérbola se denomina egui- 
látera. En este caso, las ecuaciones de las asíntotas serán 
у=++ (2) 

por cuanto la razón 


b 


Como evidencia la ecuación (2), los coeficientes angula- 
res de las asíntotas son iguales a +1 y —1. Si se designan 
por а y a, respectivamente, los que las asíntotas 
forman con el sentido positivo del eje Ox (fig. 46), entonces 
tg a = 1Y tg a, = — 1, de donde 

a=45 y а = 135. 
Por consiguiente, el ángulo entre las asíntotas será: 
a, — a = 135° — 45 = 90°. 


De aquí deducimos: las asíntotas de una hipérbola equild- 
tera son perpendiculares entre st. 


$ 33. Ecuación de la hipérbola equilátera referida a las 
asíntotas. Por cuanto, las asíntotas de una hipérbola equi- 
látera, son perpendiculares entre sí, se pueden tomar рог 
ejes del sistema de coordenadas rectangulares y considerar 
la hipérbola en relación con estos nuevos ejes. Deduzcamos 
Ja ecuación de la hipérbola equilátera para este caso. 

Sea dada una hipérbola equilátera. Entonces, su ecua- 
ción referida a los ejes Ox y Оу (fig. 47) se expresará, como 
se indicó en $ 32, en la forma 


ауа а) 
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Ahora, tomemos las asíntotas de la hipérbola por ejes 
de coordenadas: OX, eje de abscisas y OY de ordenadas, 
Obtendremos un nuevo sistema de coordenadas rectangu- 


но. 


lares XOY que podemos considerar formado mediante el 
giro de los antiguos ejes Ox y Oy alrededor del origen, for- 
mando un ángulo « = — 45°, en el sentido del movimiento 
de las agujas del reloj. 

Para obtener la ecuación de una hipérbola equilátera en 
el mueva sistema XOY, aplicamos las fórmulas (4) de $ 8. 
Suponiendo en ellas а = — 45°, tendremos: 


X = x cos (45) + y sen (45) = 


= x cos 45° — y sen 45 ے‎ B 
Y = — z sen (459 +y cos (45°) = 
= rsen 45" + y cos 45 B 


Multipliquemos entre sí las igualdades (2) y (3), y teniendo 
و‎ (1), obtendremos: > 


1 1 
хү тә ل = ور‎ 


@ 
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$ 33. Hipórbola equiláera referida a las asinotas 
Suponiendo, para abreviar, 


transcribimos la igualdad (4) en la forma siguiente: 
XY =m, (5) 
donde m es una magnitud constante. 

Tal es la ecuación de una hipérbola equilátera si sus 
asíntotas se toman por ejes de coordenadas, 

Como evidencia la ecuación (5), las variables X e Y 
son inversamente proporcionales y, por ello, puede decirse 
que la hipérbola equilátera ху = m define el gráfico de depen- 
lencia inversamente proporcional entre variables. 


Ejercicios 


1. Escribir la ecuación canónica de una hipérbola cuyos focos se hallen 
en el eje Ox si se 
ђа=6, Б 


: 3= 5 е= 13. 
1. Determinar su eje y la distancia 


focal. 
Š. Hallar Ма coordenadas de kos: véticos y бео do lk Nipérbola 
a 


4. Escribir la ecuación de una hipérbola en la cual: 
1) los focos tengan las coordenadas (+ 4; 0) y el eje real sea igual a 6: 
2) los focos tengan las coordenadas (0; + 5) y el eje real sea igual a 8. 
5. Determinar las coordenadas de los focos, la longitud de los ejes y 
la excentricidad de la hipérbola: 


1) 24% — 257% = 600; 
2) 16995 = 144. 


6. Escribir la forma canónica de la ecuación de una hipérbola cuyos 
focos se hallen en el eje Ox, si зе dan 


De=7 e 


п, nea oma nc del ec de una pta cayos 
ES 
to all E کا‎ 
а. оша з poto د‎ o ийа it 


36 
4(8; 6/3), B(6; 3V3) y с\з; 215)? 
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9. Escribie la forma canónica de la ccuación de una hipérbola que 
pase por el punto 4(9; — 4) si su semieje real а = 3. 

10. Dos puntos 4(4; V3) y Bi— 4V3; 5) pertenecen a una hipérbola 
cuyos focos se hallan en el eje Ox. Escribir la ecuación elemental de la 
misma. 

11, Escribir Ja ecuación de una hipérbola equilátera que pase por el 
punto: 


dd al 
аи: 9. 2 а[2; 3): 


12, Escribir la ecuación de las asíntotas y hallar la magnitud de la 
excentricidad de la hipérbola 11 — 2ya = 
13. Escribir la ecuación de las asíntotas de una hipérbola si su eje 
real es igual a 8 y la distancia entre los focos, situados en el eje Ox, 10. 
14, Escribir la ecuación de wna bipérbola si la distancia entre los 
focos, situados en el eje Ox, es 10}2у la ecuación de las asíntotas y = 


3 
mata 

15. Escribir la ecuación de una hipérbola cuyas asíntotas scan las 

3 
rectas y = += x y cuyos focos tengan las coordenadas (+ 2; 0) 

16, El punto А(10; 4,5) se halla en una hipérbola que tiene el vértico 
en el eje Os y una de cuyas asíntotas pasa por el punto B(4; 3). Escribir 
la ecuación elemental de esta hipérbola. 

17. Hallar el punto de intersección de la hipérbola 33 — 2y* = 18 y 
la recta x =6. 

18. Hallar el punto de intersección de la hipérbola 2® — 2j = 4 y 
la recta 3r 4y = 

19. Hallar el ángulo agudo entre las asíntotas de la hipérbola 421 — 
— رو‎ = 100. 

20. Hallar la excentricidad de una hipérbola si el ángulo entre las asín- 
totas es igual а 60%. 

21. Determinar la trayectoria del punto M(x; y) que, al desplazarse, 
se mantiene una distancia de la recta x = 1 igual а la mitad de la que lo 
separa del punto 4(4: 0). 


$ 34. La arikoa уга ecuación: сыа. se Шай анаа 
el lugar geométrico de los que equidistan de un punto 
dado denominado foco dema Saca ada aana рит 
(a condición de que el foco no se halle en la directriz). 

Sean los puntos M,, My, Ms, Ma, situados en una pa- 
rábola (fig. 48). Si el punto F representa el foco, y la recta 
AB, la directriz, entonces, conforme a la definición dada, 
Podemos escribir: 

FM,=MN,  FM,=MN, 


FM = MN, ЕМ; = М. 
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$34 La parábola y su ecuación canónica 


Deduzcamos la ecuación de la parábola, aplicando su defini- 
ción. Para ello, elijamos el sistema de coordenadas, tomando 
por eje Ox la recta trazada por el punto F (foco) perpendi- 


4 
Ы 7 4 d 
м 
т al 
м 
N $ 
4 F 1] 4—7 
но. ғо. 


cular a la directriz AB, y рог eje Oy, la mediatriz del seg- 
mento KF (fig. 49). 
Designemos 
KF =f; 


|. Tome- 


entonces, las coordenadas del foco F serán (2. 
mos en la parábola un punto cualquiera М(х; y); sus dis- 
tancias al foco F y a la directriz AB se expresarán, respecti- 
vamente, por los segmentos FM y MN. De acuerdo con la 
definición de la parábola, podemos escribir: 


ЕМ = МХ. @) 


Aplicando la fórmula de la distancia entre dos puntos y te- 
niendo presente que el punto N tiene las coordenadas 


; э), hallaremos: 


2 
км (+09 ES aa 


мх = (e +] FO 
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Sustituyendo FM y MN en la igualdad (1), por sus expresio- 
nes, obtendremos: 


Ja ы ЕА 
VE Р + = +2. [| 
Esta es, precisamente, la ecuación de la parábola con re- 
lación al sistema de coordenadas elegido, por cuanto es jus- 
ta para todo punto de dicha curva. 
Simplifiquemos la ecuación (2). Para ello, elevemos am- 
bos miembros al cuadrado: 


(= 


Eliminemos paréntesis: 


erro Eo 
Reduciendo términos semejantes, obtendremos la ecuación 
canónica de la parábola 
у 2. 6 
La magnitud $ se llama parámetro de la parábola. 
$ 35. Investigación de la ecuación de la parábola. De la ecua- 
ción (3) de $ 34, hallamos: 
у= + V2px. (1) 


Investiguemos la ecuación (1) para establecer la forma 
geométrica de la curva cuando $ > 0. 
1. Supongamos 


entonces 
=0. 

De aquí se deduce: la Parábola y*=2px фаза por el 
orígen de coordenadas. 

*) Se puede mostrar que la ecuación (3) es equivalente a la (2). 


$ 35. Investigación de la ecuación de la parábola 


п. Si ж < 0, усе un número imaginazio: Y esto significa 
jue la parábola y* = 2фж carece de com abscisas 
р orecha del dE 


tivas y, por tanto, se halla a la eje Oy. 
Y 
z 
g 
FIG. so ria. sı 


III. Si æ > 0, y tiene dos valores reales de igual magni- 
tud absoluta, pero de signo contrario. Esto quiere decir que 
a todo valor positivo de x en la parábola Je corresponden 
dos puntos simétricos respecto al eje Ox. 

Por lo tanto, la parábola y? = 2фх ез simétrica con rela- 
ción al eje Ox. 

IV. Si ж crece sin fin, |y| también crecerá sin fin, o sea, 
los puntos de la parábola, cuando se desplazan hacia la 
derecha del eje Oy, se alejan indefinidamente hacia arriba 
y hacia abajo del eje Ox. 

Lo dicho permite representar la parábola como se muestra 
en la fig. 50. 

El punto O se llama vértice de la parábola, el segmento 
FM, radio focal del punto M de la parábola, y la recta Ox 
es su eje de simetria. 

Si la directriz se coloca a la derecha del origen de coorde- 
nadas, entonces, la parábola tendrá la posición mostrada 
en la fig. 51. Además, las abscisas de los puntos de la pará- 
bola satisfarán la condición х < 0, y, por ello, su ecuación 
tomará la forma 


y = — 2px. 
La parábola puede también ser simétrica con relación al 
eje Oy. En este caso, su foco se hallará en el eje de orde- 
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nadas y la directriz será paralela al eje Ox. Como se ve, al 
Veriicarse esta condición, los ejes de coordenadas inter- 
cambian sus papeles y la ecuación de la parábola tomará 
la forma 


x= 2ру, 2) 


cuando la citada curva estå dirigida hacia arriba (fig. 52), 
y 
x= — 2py, (3) 


cuando lo está hacia abajo (fig. 53). 


EjemeLo 1. Dada la parábola 
y =12х. 
Hallar las coordenadas de su foco y escribir la ecuación de 
la directriz. 


Soucióx. La parábola dada es simétrica con relación al 
eje Ox y se halla a la derecha del Oy. De la ecuación, halla- 
mos: 


2p=12; 
de donde 
p=6. 
La distancia del foco al origen de coordenadas st; 
por esto, la abscisa del foco será Ê = É = 3. Porlo tanto, 


el foco está en el punto F(3; 0). 
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5 35. Investigación de la ecuación de la parábola 


Como directriz sirve una recta paralela al eje Oy y dis- 
tante del mismo += . Por consiguiente, la ecuación ue 
Ja directriz será x = — 3. 

EjemeLo 2. El foco de una parábola con el vértice en el 
origen de coordenadas se halla en el punto F(0; —4). Escri- 
bir la ecuación de esta parábola. 

SoLución. De acuerdo con la condición, la parábola dada 
es simétrica con relación al eje Oy y está dirigida hacia 
abajo; por 10 tanto, la ecuación buscada se determina а 
partir de (3). Como 


2=14, 
2 
entonces 
p=8 
y la ecuación de la parábola será: 
12 = — 16у. 
Ejercicios 


1. Escribir las ecuaciones de cuatro parábolas con el vértice en el 
origen de coordenadas, sabiendo que las coordenadas de los focos son: 


I) ЕИ; 0), 2) Fi—2; 0), 3 FO: 3, 4) FO: — 3. 


2. Determinar las coordenadas de los focos de las siguientes parå- 
Bolas: 


0) у= 10, 2) у = 12, 3) گی‎ = Ву, 4) a =— Шу. 


3, Hallar las coordenadas del foco de la parábola 23? — 5» = 0. 


4. Escribir la ecuación de la directriz y determinar las coordenadas 
del foco de cada una de las parábolas: 


DI = 4», 2) at = —8у. 
5. Escribir las ecuaciones de las parábolas con el vértice en el origen 
de coordenadas y cuyas directrices sean las rectas: 
a= —2 Jre y= 25, 9 3=-4 


6. La recta 2x + 5 = O sirve de directriz de una parábola con el vértice 
en el origen de coordenadas. Escribir la ecuación y determinar las coorde- 
nadas del foco de dicha parábola. 
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7. Verificar si 
1 el punto 4(2; — 2) se halla ca la parábola у? = 2x, 
2) el punto B(— 1:3) está en la parábola у = 3x. 

Del orificio de un tanque situado en la superficie de la tierra, sale 
un chorro de agua en forma de arco de una parábola definida por la ecua- 
ción 4® = — бу, si el orificio se toma por origen de coordenadas y el eje 
Oy está dirigido en sentido vertical hacia arriba. ¿A qué distancia del borde 
del tanque cae el chorro а tierra, si el orifico se halla а una altura de 
1,5 m? 

9. Hallar la altura del arco de un puente de 24 m de largo, si dicho 
arco tiene forma de una parábola definida por la ecuación 3% = — 48y. 

10. Una bomba de incendios lanza un chorro de agua que describe 
una trayectoria parabólica con parámetro p = 4. Determinar la altura del 
chorro si cae a 24 m del lugar de salida. 

11. La sección obtenida en un reflector al cortarlo por un plano que 
pase por su eje es una parábola. Escribir su ecuación si el reflector tiene 
30 em de ancho y 20 cm de profundidad (su eje coincide con el Ол). 

12, Un rayo incide en un espejo parabólico paralelamente al eje óptico 
principal y se refleja en el punto 4(1; 4) del espejo. Hallar la ecuación 
del rayo reflejado si la sección axial del espejo es una parábola definida 
por A = lox. 

13. Escribir la ecuación de una parábola que tenga el vértice en el 
origen de coordenadas, sea simétrica con relación al eje Ox y pase por el 
punto A(4; — 2). 

14. Escribir la ecuación de una parábola con el vértice en el origen 
dy roads, tica con тшсй al eje Oy y que рше por а panto 

(4: — 2). 

15. Por el foco de la parábola y? = 10x se ha trazado una cuerda 
perpendicular a su eje. Hallar la longitud de la cuerda 

16. En la parábola y? = 3%, hallar los puntos cuyas abscisas y orde- 
nadas sean iguales, 

17. Por el foco de la parábola у = Вл y un punto de ella cuya abscisa 
es igual a 4,5 y la ordenada positiva, se ha trazado una secante. Escribir 
su ecuación. 

18. Hallar el punto de intersección de la parábola y? = 9x con las 
rectas: 


DI=2% + 1,2)2у—34—3 = 0,3) у= 3+ 1. 
19. Hallar la longitud de la cuerda común de dos parábolas: 
Pt y *=t 


20. Por el foco de la parábola y? = — 4x se ha trazado una recta que 
forma un ángulo de 135 con el sentido positivo del eje Ox. Escribir la 
ecuación de la recta y hallar la longitud de la cuerda formada. 


$ 36. Ecuación de la parábola con vértice desplazado. 

1, Examinemos una parábola cuyo vértice no se halle 
en el origen de coordenadas, sino en cualquier otro punto 
del plano, por ejemplo, en el punto O, (a; 8) (en el sistema de 
coordenadas rectangulares x0y). Sea el eje de simetría de 
esta parábola paralelo al eje Oy y la misma esté dirigida 
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hacia arriba (бв. 54). Hagamos el traslado paralelo de los 
jes Ox y Oy, colocando el origen O en el punto O, (a; 5). 
btendremos un nuevo sistema de coordenadas ХО, Y, con 

relación al cual la ecuación de la pará 

examinada tendrá la forma [$ 35, (2)] 


Х* =2pY. а) 


Ahora, expresemos las nuevas coordenadas 
X e Y por las anteriores x e y; para 
ello, en la ecuación (1) sustituyamos Х 
e Y por sus valores tomados de las fór- 
mulas (2) del $ 8; obtendremos: 


(а) =2p(y — 0). @ 


La ecuación (2) define una parábola dirigida hacia arriba, 
соп el vértice en el punto O, (a; b) y el eje de simetría para- 
lelo al Oy. 

Si una parábola con el vértice en ese mismo punto 0, 
está dirigida hacia abajo, entonces, razonando igual, halla- 
remos su ecuación 


-2p(y — 5). 3) 


Las ecuaciones (2) y (3) pueden expresarse por una igualdad 
de la forma siguiente: 


(x — a? =+2p(y — 0. К 


Las ecuaciones (4) se pueden transcribir de otra forma, 
para lo que es necesario efectuar las transformaciones siguien- 


-at= 


tes. 
De (4), hallamos: 
w- i) =E (at 


Designando 
5 


obtendremos: 


Capitulo IV. Curvas de segundo grado 


6 
у= Ахї — 24ах + Аа? +b. (6) 
Suponiendo en la ecuación (6) 
—24a=B, 0) 
да += С, 8) 
la transcribimos en la forma 
у= А + Bx +C. (9) 


Hemos obtenido otra forma de ecuación de una parábola 


con el vértice en cualquier punto del plano y el eje de sime- 
tria paralelo al Oy; demás с conforme a las igualdades (5) 
y (4), Ja parábola está dirigida 
hacia arriba, si A > 0, 
hacia abajo, si A < 0. 
Examinemos los casos parti de esta ecuación, 
Sea la abscisa del vértice de la parábola а — 0; entonces, 
también B=0, como evidencia la igualdad (7). En este 
caso, la ecuación (9) tomará la forma 
y= Ax +C. 
La ecuación obtenida define una parábola cuyo vértice se 
hala en el eje Oy que, al mismo tiempo, es el eje de simetria 
(fig. 55). 
Supongamos que uno de los puntos de la parábola (distin- 
to del vértice) se halle en el ogei de coordenadas; enton- 
ces, las coordenadas (0; 0) deberán satisfacer a la ecuación 


(9). Sustituyendo en ella ж e y por ceros, tendremos C = 0. 
En este caso, la ecuación (9) fomará la forma 


y=4 + Bx 


i bola que pase por el origen de coorde- 
nadas (fig. °з) Руан е КШ кыйс (0) у 6. 


а=0у=0, 


obtendremos 
B=0yC 
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Cuando se verifica esta condición, la ecuación (9) se trans- 
forma en la siguiente: 


у= 4а 
y definirá una parábola con el vértice en el origen de coorde- 
hadas. 


Y 


FIG. з 


De lo dicho se deduce que una parábola cuyo eje de sime- 
tria sea paralelo al eje Oy o coincida con él se define por la 
ecuación 


y= Ax +Bx40C 
para todo valor de A, B y C, excepto A =0. 

Mostremos con un ejemplo que también se verifica la 
afirmación inversa: loda ecuación dela forma (9) defino una 
parábola con eje de simetría paralelo al Оу. 

Sea dada la ecuación 


4 2= و 


(10) 
Transformémosla del modo siguiente: 
у= 22—40 —3= (2#%—4х+2—5= 

=2(х#— 2x +1) -5=2(x—1)?—5, 


= 2 — 
de aquí 


(e-1 = Fy +5, 


101 


Capitulo ТУ. Curvas de segundo grado 


@—1#=+[у—(—5]. 


Hemos obtenido una ecuación de la forma (2); por lo tanto, 
la ecuación (10) define una parábola con el vértice en el 
punto (1; —5) y el eje de simetría paralelo al Oy. 

П. De modo análogo puede determinarse la ecuación de 
una parábola que tenga el vértice en cualquier punto del 
plano O, (a; b) y el eje de simetría paralelo al eje Ox. La 
ecuación de tal parábola tiene la forma 
у = 2408 — a), si la parábola está dirigida hacia la 

derecha, (11) 

у—Ю# = —2(х— a), si lo está hacia la izquierda (12) 
Uniendo ambas ecuaciones, tendremos: 

(у—®# = 25 — a). аз) 

Mediante transformaciones análogas a las que nos Ieva- 
ron a deducir la ecuación (9), se puede dar otra forma a las 
ecuaciones (13), a saber: 

x = 4 Ву С. (14) 


Dejemos que los estudiantes deduzcan individualmente 
las ecuaciones (13) y (14). 

Observemos que tanto en las ecuaciones (4) y (9) como 
en las (13) y (14), una de las coordenadas (х o y) es sólo 
de primer grado y carece el producto ху. 


EjempLo 1. Dada la ecuación de la parábola 
x — 6x +8y—15=0. 
Hallar las coordenadas del vértice y el foco, así como las 


ecuaciones de su eje de simetría y la directriz. 
Sorución, La ecuación dada se puede transcribir así: 


E 2 B, 
yea 


Como se ve, es una ecuación de la forma (9) y, por lo 
tanto, las coordenadas del vértice de la parábola dada pueden 
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obtenerse aplicando las igualdades (7) y (8). Sin embargo, 
resulta más cómodo hallarlas por el método utilizado para 
la ecuación (10). Efectuemos las necesarias transformaciones 
de la ecuación 4? — бх + 8y — 15 = 0; obtendremos: 


— 6x +8y — 15 = (11 —6x +9) — 9 +8y — 15 = 
= (1-3)? +8y—2=0, 


(e —3)* = —Щу—3). 


Comparando la ecuación obtenida y la (3), hallaremos para 
la parábola dada: 


las coordenadas del vértice O, (3; 3), 
el parámetro p= Ê =4, 


el eje de simetría es paralelo al eje Oy, 
la parábola está dirigida hacia abajo. 
La abscisa del foco es igual a 3 (el foco y el vértice de 


la parábola se hallan en el eje de simetría paralelo al eje 
Oy, por eso sus abscisas son iguales entre sí); mientras que 


la ordenada del foco es igual a 3-1 =3-2=1f0 
foco de la parábola se halla más abajo del vértice, a la dis- 
tancia z (8 34)]. Así, pues, las coordenadas del foco F(3; 1). 


La ecuación del eje de simetría х=3 o x—3=0. Іа 
directriz es paralcla al eje Ox y se halla más arriba del vértice 


a la distancia а ($ 34). Рог lo tanto, la ecuación de la di- 
rectriz es 


+2=56 y-5=0. 


y=3+2 
EJEuPLO 2. Eseribir la ecuación de una parábola cuyo 
vértice se halle en el punto O, (3; 2) y el foco en el F(5; 2). 
SoLución. El vértice y el foco se hallan en una recta pa- 
ralla al eje Ox (por cuanto sus ordenadas son iguales) у 
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la parábola está dirigida hacia la derecha (por cuanto la 
abscisa del foco es mayor que la del vértice); la distancia 


del foco al vértice £ =5-—3=2, de donde $ =4. 
Sustituj en la ecuación (11), a, b y 4 por sus valo- 
ses, obtendremos 2 


(7—2 = 8х – 3), 


4y — 8: +28 = 0.‏ در 


EjexeLo, 3. Construir la parábola у = х# — 4x. 
Sotución. Empleemos el procedimiento habitual apli- 
cado para trazar gráficos de funciones, a saber: calculemos 
los valores de las coordenadas de varios puntos y, luego, 
una vez construidos éstos, tracemos por ellos una linea re- 


Ante todo, hallemos las coordenadas del vértice de la 
parábola, empleando el mismo método que en los ejemplos 
anteriores: 

—4x 44) —4=y 0 (1-2=‏ کی( 
de donde 0, (2; —4).‏ 


Suponiendo y = 0 en la ecuación dada y resolviendo la 
obtenida, tendrémos dos puntos en los que la parábola corta 
el eje Ox. Sus coordenadas son (0; 0) y (4; 0). Los tres pun- 
tos hallados son suficientes para la representación aproxima- 
da de la parábola. Para trazarla con más exactitud, se re- 
quiere mayor número de puntos. Formemos la siguiente ta- 
bla de valores de x e y 


+4, 


Р ajeje |e] 


, mE 
| 


ا ا 


Construyendo los puntos por las coordenadas calculadas 
trazando poe ellos ana Iaea suave, obtendremos la pará- 
Xola buscada (fg. 57). 


Ejewrro. 4. Construir la parábola y = — т” += 
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SoLución. Para hallar las coordenadas del vértice Oj 
representemos esta ecuación en la forma 


2-21 +2у+2=0 
y transformándola obtenemos: 
(4-21 +1) +2y +1=0 ó (5—1) = 
= =2(> + > 
de donde 
о: 


La parábola dada no corta el eje Ox, pôr cuanto las raíces 
de su ecuación son imaginarias. En este caso, es conveniente 
hallar el punto de intersección de la parábola y la recta 
у= —1 (1 es el término independiente de la ecuación 
de la parábola). 

Resolviendo para este fin el sistema de ecuaciones 
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hallaremos 
x=0,%=2 


Así, pues, los puntos de intersección buscados son (0; —1) 
y (2; —1 

Agreguemos algunos рш más a los tres hallados у 
confeccionemos la tabla de valores de x e y: 


s |а аја [агара 


у || - [03 = |23| 3 


La fig. 58 representa el gráfico de la parábola bus- 
cada. 


е 


1. Hallar a ecuación de una parábola que pase por los puntos М, 


ке: Зу 00:07 sabiendo que de eje de шешш сз pao А e Оу: 
Š э 


Una parábola con el vértice 0,01; 1) pasa por el punto M(2; 0); 
además, su eje de simetría es paralelo al eje Oy. Escribir la ecuación de la 
parábola, 

4. Una parábola con el vértice 0(0; — 7) pasa por el punto M(6;— 1); 
además, su eje de simetría es paralelo al eje Ox. Escribir la ecuación de 
la parábola. 

5. Una parábola, simétrica con relación al eje Ox, corta en éste un 
segmento igual a — 4, y en el Oy, una cuerda igual a 8. Escribir la ecuación 
de la parábola. 


6. Hallar las coordenadas del vértice, la magnitud del parámetro y 
la dirección de las parábolas: 


DP++ ше +150, 


Y #—6а—4у—11=0. 


7. Hallar las coordenadas del vértice y el foco, así como las есшасїопез 
del eje de simetría y la directriz de las parábolas: 


D M4 2 sy + 17 =0, 
2) 9—8. + 8y + 8 m0 
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З) 39 + y 5s + 13 = 0, 
4) 4 + 8= 0, 
774492820 


зо, (т: —°} Fe:—2, 


2) 043; 0. FO; — 3- 


9. Escribir las ecuaciones de las parábolas, conociendo las coordenadas 
del vértice O, y la ecuación de la directriz: 


000—3: 1—1=0 
2) оу4: Y у+2=0. 


10, Escribir las ecuaciones de las parábolas, si se conocen las coorde- 
nadas del foco F y la ecuación de la directriz: 


y$-5-0 
x3 =0 


Construir las parábolas: 


y= a 


y= + a +4, 


1 5 
2) y= in y= 2+ 


3 
y= лу=за— EN 
) y dEl Ж 


LEEFER 


$ 37. Secciones cénicas. Como hemos establecido en los 
párrafos precedentes, la circunferencia, la elipse, la hipér- 
bola y la parábola se definen por ecuaciones de segundo 
grado; por este motivo, se las llama curvas de segundo grado. 
Las mismas eran ya conocidas por los antiguos griegos, quie- 
nes las estudiaron contemplándolas como resultado de la 
sección de un cono circular recto por un plano en los cuatro 
casos siguientes: 

1. El plano secante es perpendicular al eje del cono; 
en la sección se obtiene una circunferencia (fig. 59). 
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II. El plano secante forma con el eje del cono un ángulo 
distinto de 90* y corta todas sus directrices del mismo lado 
del vértice S; en la sección se obtiene una elipse (fig. 60). 


ү } 
дА А 


ШІ. El plano secante es paralelo a cualquier generatriz 
del cono; en este caso, se obtiene una curva denominada 
Parábola (Fig. 61). 

IV. El plano secante corta ambas hojas del cono; al 
hacerlo resultan dos ramas que forman una hipérbola 
(fig. 62). 

(Я circunferencia, la elipse, la hipérbola у la parábola 
reciben el nombre de secciones cómicas. 

En la antigiedad, las secciones cónicas se estudiaron 
por vía geométrica exclusivamente, lo que presentó grandes 
dificultades, y sólo a partir de los tiempos de Descartes, 
quien ofreció el método de coordenadas su estudio se sim- 
plificó considerablemente. 


Problemas mixtos 


1. En la circunferencia x* + yt — 6x + бу — 50 = 0 зе ha trazado 
una cuerda paralela al eje Oy a una distancia de 3 del mismo. Hallar la 
longitud de la cuerda. 


2. En la hipérbola 34 — 4у4 = 180 se ha tomado un punto con la 
зо distancia a los focos de la hipérbola. 
3. Las distancias de uno de los focos de una elipse a los extremos de 
1. Escribir la forma canónica de la ecuación 


! 
| 


la elipse. А 
4. Escribir la ecuación de una circunferencia, uno de los diámetros 
la cual tiene sus extremos en los puntos A(— 2; 1) y B(0; 3). 
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5. Determinar la excentricidad de una hipérbola equilátera, 
Escribir las ecuaciones de los diámetros de la circunferencia £" + 
+ rt Bn + Ay — 16 = 0. perpendiculares а los ejes de coordenadas. 
7. Dadas las circunferencias эй + у# + 4 — 2y — 15 =0 y M4 
+ э#—6 + 2y — 7 = 0. ¿Qué dimensión tendra el ángulo que la linea 
de centros de estas circunferencias forma con el sentido positivo del eje Ox? 

8. La diferencia de los semiejes de una elipse es igual а 2 y las coorde- 
nadas de los focos son (+ 2/6; 0). Hallar la ecuación de la elipse. 

9. Los focos de una elipse se hallan en el eje Ox y dividen sus semiejes 
mayores por la mitad. Escribir la ecuación de esta elipse si su eje menor 
es igual a 4/3. 

10. En una elipse se ha inscrito la circunferencia зї + y! = 16 que 
corta el eje mayor en los focos, situados en el eje de abscisas. Escribir la 
ecuación de la elipse. 

11. Hallar la magnitud de los ejes de una hipérbola, si la distancia 
focal es igual a 8 y el ángulo entre las asíntotas es recto. 

12. Escribir la ecuación de una hipérbola que tenga focos comunes 
con la elipse 3? + 253 = 18 y cuya excentricidad sea igual a 1,5. 

13. Hallar la longitud de una cuerda que pase por un foco y sea per- 
pendicular al eje real de la Bipérbola 921 — бу = 144. S 

14. Hallar la longitud de una cuerda trazada por un foco perpendicular- 


з Ea 
mente al eje mayor de la elipse û + Ê = 1. 


15, Por el foco de una parábola y? = 2px se ha trazado una cuerda 
perpendicular a su eje de simetría. Hallar la longitud de la cuerda. 


=_ж 
в. ы E 0 зе ha tomado ма punto con la abi- 
16. En la ipérbola g Е] pi 


cissa igual a 12. Hallar los radios focales de este punto. 

17. Calcular la longitud de los lados de un triángulo regular inscrito 
en la parábola у® = 4x. 

18. En la parábola y? = 3x se ha tomado un punto cuya ordenada 
es igual а 2. Hallar la distancia de este punto al foco. 

19. El semieje imaginario de una hipérbola cuyos focos se hallan en 
el eje Ox es dos unidades mayor que su semieje real; una de las asíatotas 
pasa porel punto 4010; 14). Escribir la ecuación canónica de esta 
Bipérbola. 

20. Escribir la ecuación de una hipérbola, si sus asíntotas зе definen 


3 
por las ecuaciones y = 1 Ș я y se sabe que dicha cueva pasa por el 


punto A(10; — 303. 

21. La circunferencia з + 3% = 9 pasa por los focos de una hipér- 
bola que se hallan en el eje Ox. Escribir la ecuación do esta hipérbola si 
una de sus asíntotas forma соп el sentido positivo del eje Ох un ángulo 
igual a are tg 2 

22. En la circunferencia я? + 3% = 25 se ha inscrito una elipse cuyos 
focos se hallan ca el eje Ox. El radio de la circunferencia trazado a su 
punto 4(4; 3) se parte por la mitad por la elipse. Escribir la ecuación de 
esta última. 
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2,7 : 
Ба le elipse {+ ш inscrito un rectángulo cuyos 
23. En la elipse ¿PE = 1 se ha inscrito un rectámgu 


dos lados opuestos pasan por los focos. Hallar Ја longitud de sus lados. 

24, En la elipse Da? + 1633 = 144 se ha inscrito un cuadrado, Hallar 
la longitud de sus lados. 

25. Bajo la acción de cierta fuerza, el punto М se ha desplazado por 
la circunferencia 3? + y* — 10» + бу + 9 = 0. La acción de la fuerza 
cesó en el momento en que el punto М coincidió con el punto 4(2; 1) de 
la circunferencia. Determinar la ulterior trayectoria del punto. 

26. Dadas las ecuaciones de dos circunferencias: 


ayy 6029—30 y MP try + 3 = 


Mostrar que su línea de centros es perpendicular a su cuerda común. 
27. Una piedra, lanzada paralelamente al horizonte desde el tejado 

de una casa, Cayó a tierra describiendo una parábola 4" = — 3y. ¿A qué 

distancia de la vertical cayó, si la altura de la casa ста de 20 m? 

28, Una parábola, simétrica respecto al eje Оу y con el vértice en el 
origen de coordenadas, corta la elipse 4% + 432 = 16 en los puntos situa- 
dos en las cuerdas que pasan por sus focos perpendicularmente al eje mayor. 
Escribir la ecuación de la parábola, 

29. Los radios focales de un punto de una elipse son iguales a 2,6 y 
ТА; la cuerda que parte de este punto y es perpendicular al eje mayor 
es igual a 4,8 y se define por la ecuación ж — 3 = 0. Escribir la ecuación 
de la elipse. 

30. Una piedra, lanzada formando un ángulo agudo con el horizonte, 
describió un arco de parábola y cayó a 16 ш de distancia de la posición 
inicial. Escribir la ecuación canónica de la parábola, sabiendo gue la altura 
máxima de elevación de la piedra fue de 12 ш. 

31. El espejo parabólico del reflector del observatorio de Simieiz 
tiene 1,02 m de diámetro; la distancia de su foco al vértice es de 5 m. 
Hallar la profundidad de la cavidad parabólica que hubo de hacerse al 
fabricar el espejo de vidrio plano. 

32. En la parábola y* = 8л hallar un punto cuya distancia al foco 
sea 20. 

33. Una parábola con el vértice en el origen de coordenadas es simé- 
trica respecto al eje Ox, Determinar el radio focal de su punto M(2; 4). 

34. ll radio focal del punto M de la parábola y? = 12x es igual a 6. 
Hallar las coordenadas del punto М. 

35. En la parábola у? = 4,3x se ha tomado un punto M que se halla 
а la distancia 9,125 de la directriz. Determinar la distancia de este punto 
21 vértice de la parábola. 


38. El meridiano terrestre aproximadamente, una elipse, 
la талба entre cuyos ejes es 299: 300. Determinar la del 
citado meridiano. 


39. La recia я — 10 = 0 corta una hipérbola y зы asintota en los 
puntos A y В, respectivamente. Escribir la ecuación de esta hipérbola si 
la ordenada del punto В es igual a 3 y la longitud del segmento de dicha 
recta situado dentro de la hipérbola es 8. 
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40. Los focos de una hipérbola se hallan en el eje Os. Hallar el ángulo 
agudo que cada una de las asintodas forma con el eje real, si la distancia 
de los vértices de la hipérbola a su centro es 2/3 de la distancia del foco 
al centro. 


a 
41. Dos vértices dela еме i +Ë =1 se hallan са боз босоо йв 


una hipérbola cuyos vértices se encuentran ên los focos de la elipse dada 
Escribir la ecuación de la hi 

42. Se ha trazado la secante x—2y—3=0 a la circunferencia 
ad yû 4x + Зу + 3 = 0. Escribir la ecuación de los lados de un 
rectángulo inscrito en la circunferencia dada y uno de cuyos lados sea el 
segmento interior de la secante. 

43. Hallar la distancia del centro de la circunferencia a? + y? —6x — 
— 4y + 5 =0 a la recta 2r + y—3 = 0. 

44. Del punto C(5: 4) de la circunferencia з2 + у#—8у—9=0 
se ha bajado una perpendicular al diámetro АВ, un extremo del cual 
se halla en el punto B(3; 8). Hallar la longitud de dicha perpendicular, 

45. Determinar las coordenadas del vértice y del foco de la parábola 
у= at ôr. 

46. Una parábola es simétrica con relación al eje Ox; su vértice se halla 
еп el punto О{— 5; 0). y corta, en el eje Oy, una cuerda igual a 12, Escribir 
la ecuación de esta parábola. 

47. Calcular el parámetro de la parábola у? =2px, si se sabe que la 
recta ¥ —2y + 5 = 0 es tangente а ella. 


Elementos 
de cálculo 
diferencial 
y de 
cálculo integral 


Capítulo V 
Teoría de los límites 


3 38, Magnitud absoluta y correlaciones vinculadas a ella. 
En la posterior exposición del presente curso, nos veremos 
en la necesidad de analizar las correlaciones entre las magni- 
tudes absolutas de ciertas expresiones. 

La magnitud absoluta del número а se designa por |a]. 
Recordemos que conforme a la definición 


si a>0; 


[aj=—a, si а<0. 
1. La magnitud absoluta de una suma algebraica es menor 
o igual а la suma de las magnitudes absolutas de los suman- 
„е 
а) |2 +4 +6] = |12] = 12, 
121 +14] +16 =2 +4 +6=12, 
por consiguiente, |2 +4 +6] = |2] +14] +161; 
у —5—2={—7=7, 
l-51 +1- 21=5 +2 
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por consiguiente, |— 5 — 2| = | — 5| +|— 2]; 
9 1-5 +21= 1—31= 3, 
1-51+11=5 +2=7, 


por lo tanto, |— 5 +2|<|— 5| +12]. 

2. La magnitud absoluta de la diferencia de dos números 
es mayor o igual a la diferencia de las magnitudes absolutas 
del minuendo y el sustracndo. 

Por ejemplo: 


а) [7—9 


m- р1=7—9= —2, 
о sea, [7 — 9| > [71 — 191; 
b) 9—7] 
191— 11 = 
es decir, [9 — 7] = 191 — 171. 
3. La magnitud absoluta del producto de un número finito 
de factores es igual al producto de sus magnitudes absolutas. 
Por ejemplo: 
|(-3)-5-(—2)| = 130] = 30, 


1—31-15]-1—2] = 3-5-2 = 30, 


о sea, (—3)-5-(—2)] = [—31-151- 1—21. 


4. La magnitud absoluta del cociente es igual al cociente 
de las magnitudes absolutas del dividendo y el divisor. 
Por ejemplo: 
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о sea, 


ез decir, 


$ 39. Sucesión. Carácter de la variación de una variable. 
1. Sea dado un conjunto de números ordenado de determinada 
forma, por ejemplo: 


2; 4; 8; 16; 32; 64; 


@) 


entonces, а cada número de este conjunto se le puede hacer 
corresponder el número del lugar que ocupa. 

Por ejemplo, 8 ocupa el tercer lugar; 32, el quinto; 64, 
el sexto, etc. 

DEFINICIÓN. Se llama sucesión numérica o, simplemente, 
sucesión el conjunto numerado de números ordenados en nume- 
ración creciente. 

El conjunto de números (1) es un ejemplo de sucesión. 

Habitualmente, la forma general de anotación de una 
sucesión es la siguiente: 

Uy, Uz, Ма, as <, Ч, 


donde и, se denomina término general de la sucesión. 
Conociendo la fórmula del término general de una suce- 
cualquier otro. Por ejemplo, el décimo 


sión, puede hallarse 
de la sucesión (1) 
= 20 = 1024. 
Ejzurro 1. Hallar el octavo término de la sucesión 


$ 39. Carácter de la variación de una variable 
SOLUCIÓN. 
8 


E E 
„Г ГИ 


EjempLo 2. Hallar el séptimo término de la sucesión 


E, 
3 


SOLUCIÓN. 


“>ш 


II. Sabemos ($5) que en las matemáticas y sus apli- 
caciones se encuentran magnitudes constantes y magnitudes 
variables. En el eje mumérico Ox (fig 63), a la constante a 
le corresponde un punto fijo А, y a la variable x, un punto 
M que se mueve hacia la derecha o la izquierda. 


z aay 


Н 


то. 


Las variables pueden cambiar de forma muy diversa: 
crecer, decrecer, pasar del crecimiento al decrecimiento, etc. 
La ley de variación de шпа variable puede definirse por la 
sucesión de valores numéricos que toma. Sea, por ejemplo, 
la variable x que toma los valores numéricos de la sucesión 
(1). En este caso, la ley de variación consiste en que todo 
nuevo valor de la variable x es el doble del anterior, 

Como se ve, en este ejemplo la variable cambia a saltos; 
sin embargo, con mucha frecuencia se examinan variables 
que cambian continuamente; por ejemplo, el tiempo, el 
camino que recorre un cuerpo, etc. 

La variable que en el proceso de variación crece o decrece 
constantemente se llama monótona. En calidad de ejemplo 
de esta magnitud puede servir la variable que toma los 
valores (1). 
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Toda magnitud que varía de forma no monótona se 
denomina oscilante. Por ejemplo, la variable que cambia 
conforme a la ley de la sucesión 

E УЯ 


9 27 


cuyos términos se duplican y se reducen a la tercera parte, 
alternativamente, es oscilante. 

Las variables se dividen, además, por el carácter de la 
variación, en acofadas y no acoladas. 

DEFINICIÓN. La variable y se llama acotada si desde 
cierto valor de la misma se verifica la inecuación 


1] < М, 


donde M es cualquier número positivo constante. 

Por ejemplo, tg x es una variable acotada en el intervalo 
de valores del argumento de х= — 45° a £ = 45°, por 
cuanto en este caso [tg x| < 1. 

Además de las variables acotadas, existen también otras 
que no satisfacen a la definición anterior. Tomemos, por 
ejemplo, tg x en el intervalo de valores del argumento de 
@° a 90°. Por grande que sea el número positivo Ñ que se to- 
те, en el primer cuadrante se hallará un arco x para el cual 
tg x > М. Tal variable se denomina no acotada. 


$ 40. Magnitud infinitesimal. Sea la variable a que toma 
sucesivamente valores: 


Lo 
sy 


2) 


A medida que aumenta el número del lugar ocupado por los 
términos de estas sucesiones, disminuye la magnitud abso- 
luta de a, y por pequeño que sea el número positivo e que 
se tome, en cada una de las dos sucesiones se hallará un 
número desde el cual la magnitud absoluta de los valores 
de а será menor que e. Sea, por ejemplo, є = 0,001. А una 
distancia adecuada del comienzo de cada una de las suce- 


Es 
5? 
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siones dadas, hallaremos un número de magnitud absoluta 
menor que 0,001; además el valor absoluto de los términos 
que le siguen seguirá siendo inferior a dicha fracción. Si to- 
mamos una fracción aún menor, por ejemplo, є 
entonces, tanto en la sucesión (1) como en la (2), si nos ale- 
jamos suficientemente de su comienzo, se hallará un térmi- 
по de valor absoluto menor que 0.0001; а además, las magni- 
tudes ч ао: de los términos siguientes serán inferiores 
a 04 

En este caso se dice que la magnitud a se aproxima inde- 
finidamente a cero o, de otra forma, tiende a cero. 

Este hecho se anota así: 


2>0. 


El proceso geométrico de variación de la magnitud а que 
toma los valores de la sucesión (1), se puede representar 
mediante la variación de la abscisa del punto Á que se des- 
plaza por el eje de coordenadas en el sentido indicado por 

flechas en la fig 64. Por pequeño que sea el número posi- 
tivo que se tome, llegará un momento desde el cual y en 
adelante la abscisa del punto А será menor que el mimero 
tomado. 


de бексе E | 
=, = — 
+ г 1 
+H ° Hii d 


El proceso de variación de la magnitud æ que toma los 
valores de la sucesión (2) se representará, mediante la, va- 
riación de la abscisa del punto B que se desplaza por el eje 
de coordenadas en el sentido indicado en la fig. 64. También 
en este caso, el valor absoluto de la abscisa del punto B 
llegará a ser y, en adelante, continuará siendo menor que 
un número positivo prefijado, por pequeño que éste sea. 

DEFINICIÓN. La variable a se denomina infinitesimal si 
varia de forma que por pequeño que sea un número positivo 
e tomado, |а] llega a ser y, al continuar variando el valor 
de a, seguirá siendo menor que e. 

No debe confundirse magnitud infinitesimal y magnitud 
ínfima. Por ejemplo, al comparar la longitud de 1 cm con 
la distancia de la Tierra al Sol (150000000 km), la primera 
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se puede considerar ínfima con relación a la segunda, pero 
no puede llamarse infinitesimal, por cuanto su valor no 
varía, mientras que la infinitesimal es una magnitud variable. 

Como se evidencia, ninguna magnitud constante puede 
ser infinitesimal, por cuanto, en valor absoluto, no puede 
llegar a ser menor que cualquier magnitud prefijada tan 

jueña como se quiera. No obstante, cero es una excep- 
ción de todas las magnitudes constantes; cero es siempre 
menor que todo número positivo por pequeño que éste sea. 
Por ello, se incluye en las magnitudes infinitesimales. 


EjemeLo 1. La variable а > cuando 


g= 52 3; € 
recibe los valores: 


1 


Por pequeño que sea el número positivo que se tome, en 
esta sucesión, se hallará un número menor que el tomado. 


Sea, por ejemplo, el quebrado + Cuando я = 10 obten- 
dremos: 


Así, pues, la variable а= > 

cuando я toma los valores indicados, 

es una magnitud infinitesimal. 
A EJEMPLO 2. Tomemos una cir- 


М cunferencia de radio igual a la uni- 
dad (fig. 65). Designemos el ángulo 
AOM en radianes por а, obtendre- 


mos: кә 
м 
а па Ре = — РМ. 
Mas, como зе evidencia de la figura, 
PM <u AM 
6 
РМ < a. 


341. Magnitud infinitamente grande 


Por ello 
sen a < a. 


Si а se aproxima indefinidamente а cero, tanto más 
sen а tiende a cero. Por consiguiente, sen а, cuando a + 0, 
es una magnitud infinitesimal. 

Obtendremos esta misma conclusión si el ángulo es nega- 
tivo —a. En este caso, cuando a > 0, la magnitud absoluta 
de sen (—a) también tiende a cero y, por lo tanto, sen (—a), 
cuando а > 0, es una magnitud infinitesimal. 

EJEMPLO 3. La presión Ф de un gas y su volumen v 
están relacionados por la dependencia funcional 


ъ= , 


donde с = const. Como se ve, al aumentar el volumen v, 
disminuye la presión Ф. Si el volumen v se aumenta infini- 
tamente, la presión $ disminuirá infinitamente, Por pequeño 
que sea el número positivo e que se tome, podrá tomarse 
una magnitud de v tan grande que el quebrado £ llegue 


a ser menor que e. Por lo tanto, la presión p de un gas es 
una magnitud infinitesimal si su volumen y crece sin fin. 


$ 41. Magnitud infinitamente grande. Sea una variable y 
que toma sucesivamente los valores: 


$: 10: 12; 2 (1) 
—6; —8; —10; —12; 2 (2 


Como se ve, al aumentar el número correspondiente al 
lugar ocupado рог los términos de estas sucesiones, crece 
la magnitud absoluta de y. Supongamos que este proceso 
de crecimiento transcurre sin fin; entonces, dado un nú- 
mero positivo arbitrario N, tan grande como se quiera, en 
cada una de las indicadas sucesiones se hallará un término 
desde el cual y en adelante todos los términos serán mayores 

ue N en valor absoluto. Demos, por ejemplo, N = 1000. 

п las sucesiones (1) y (2) hallaremos un número cuya magni- 
tud absoluta es mayor que 1000; además, las magnitudes 
absolutas de los términos que le siguen son también mayores 
que 1000. 


119 


Capítulo V. Teoría de los limites 


La variación geométrica de la magnitud de y puede re- 
presentarse a través de la variación de la abscisa de un punto 
que se aleja al infinito por el eje de coordenadas (fig. 66): 


en el primer caso, hacia la derecha del origen О, 
en el segundo » , hacia la izquierda 5 = ~ 


0254202468 0 
ғо. в 


DEFINICIÓN. La variable y se llama infinitamente grande, 
si varía de forma que dado йт número positivo arbitrario №, 
lan grande como se desee, | y | llega a ser y, al continuar va- 
riando la magnitud de y, sigue siendo major que М. 

No debe confundirse magnitud infinitamente grande con 
número muy grande, por cuanto este último es constante, 
mientras que la primera es variable, 

Si y es una cantidad infinitamente grande, se anota 


y> 
"у tiende al infinito". 

Es necesario recordar que el 
símbolo de infinito no expresa un 
número determinado, sino que sólo 
indica el carácter de la variación 

M de la variable, precisando, su creci- 
miento sin fin. 

EjempLo 1. Examinemos la va- 

ja riación de la variable y= tg x cuan- 
do ж >» Tomando una circunfe- 
rencia deradio R = 1 (fig. 67), po- 
demos escribir: 
naa х= ےھ‎ АМ. 


Si el arco х, al hallarse en el primer cuadrante, se aproxima 
» entonces, AM y, por consiguiente, tg ж crecerán sin 
fin. En efecto, por grande que sea el número positivo N que 


y se lee: 
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tomemos, en el primer cuadrante se hallará un arco cuya 


tangente será mayor que N y, por lo tanto, tg x seguirá 
siendo mayor que N si el arco aumenta. 


Así, pues, tg х cuando x=» 3 es una cantidad infinita- 
mente grande. 
ЕјЕмРІО 2. La variable z=} 


1 
2 


cuando х = 


Е 0 
arar y 


toma, correspondientemente, los valores: 

1; 4955 
Si x disminuye indefinidamente (х > 0), entonces, y crece 
sin fin, es decir, será una magnitud infinitamente grande, 
por cuanto dado un número positivo arbitrario N, tan grande 
como se quiera, se hallará un valor de x tan pequeño que se 
verifique y > N. Sea, por ejemplo, N = 1000. Entonces, 


tomando х = lk , obtendremos y = 1001 > N. 


Para dar la interpretación geométrica de la magnitud 
infinitamente grande que acabamos de examinar, recordemos 
que la ecuación. т cuando x tiene valores positivos define 
la rama de una hipérbola equilá- y 
tera situada en el primer 
de coordenadas (fig. 68). La figura 
evidencia que, cuando la abscisa 
del punto M se aproxima indefini- 
damente a cero, el valor de su or- 
denada crece sin fin, o sea, es una 
magnitud infinitamente grande. 


$ 42. Relación entre la magnitud 
infinitesimal y la infinitamente тоа 

grande. Entre las magnitudes in- 

finitesimal e infinitamente grande existe una relación a 
saber: 


si y es una magnitud infinitamente grande, su inversa 
es infinitesimal, 
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si а es una magnitud infinitesimal distinta de cero, su 
inversa Û es infinitamente grande. 

Sin demostrar estas afirmaciones, esclarezcámoslas sobre 
ejemplos. 

1. Sea y una magnitud infinitamente grande que toma 
los valores: 


1; 10; 100; 1000; ... + оо; 
entonces A recibirá, correspondientemente, los valores: 
7 


1; 0,1; 0,01; 0,001; ... >0, 


© sea, será una magnitud infinitesimal. 
2. Sea a una magnitud infinitesimal que toma los valores: 


1; 0,1; 0,01; 0,001;...->0; 
entonces, 1. tomará, respectivamente, los valores: 


1; 10; 100; 1000. 


es decir, será una magnitud infinitamente grande. 


§ 43. Concepto de límite de una variable. Sea la variable x 
que se aproxima indefinidamente a 3, tomando los valores: 


3,1; 3,01; 3,001; 3,0001; ... 


‚99; 2,999; 2,9999; 


En estos casos, la magnitud absoluta de la diferencia x — 
loa a cero. En efecto, con los valores indicados de la va- 
riable х 


|x—3|=0,1; 0,01; 0,001; 0,0001; ...>0, 


о sea, la diferencia x — 3 es una magnitud infinitesimal. 
El número 3 de muestro ejemplo se denomina límite de 
la variable х. 
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El límite se designa con el símbolo lím. De esta manera, 
en maestro caso podemos escribir: 


lím х = 3. 


Se utiliza también la anotación х +3. 
DEFINICIÓN. La constante a se llama límite de la variable x, 


si la diferencia entre ellas es una magnitud infinitesimal a 
es decir, lim x = a, si x — a = a. 


Sobre la base de esta definición, puede anotarse: 


ata @) 


De aquí se deduce que el límite de una magnitud infinite- 
simal es igual a cero, o sea, 


x 


lim a=0. 


Si la variable x crece sin fin, entonces se dice que tiende 
al infinito; en este caso se escribe: 


Ит х = оо 
EjempLo 1. En el triángulo ABC (бє. 69), supongamos 


Ф АСВ = х, ¥ BCD 


entonces 
x+a=2d, 
de donde 


24— e 


Si el vértice B se desplaza uniforme e ininterrumpidamente 
por una recta paralela a AD, los ángulos x y æ se converti- 
rán en variables; además, а será una infinitesimal. De este 
modo, en la igualdad (2) la diferencia entre la constante 24 
y la variable x tiende a cero y, por lo tanto, conforme a 
la definición de límite 


lím х = 2d. 
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Ејемріо 2. En una circunferencia se ha inscrito un poli- 
ono regular de » lados (fig. 70) 
E Designando 


АВ =а, OA=R y ОК=%„ 
del triángulo AOK tenemos: 
0А –0К < АК 


в-<%. 6) 


Aumentemos indefinidamente el número de lados # de este 
polígono. Entonces №, у т se convertirán en variables; ade- 


ON 
МА 


но. е тот 


و و [Жо‏ 


más, “ será una infinitesimal. En efecto, el lado de un poli- 


2 
gono regular de п lados 


a <УАВ= 28 


donde 2=Е es la longitud de la circunferencia (véase $ 46). 

Cuando » crece sin fin, el quebrado es una magnitud 
= 

infinitesimal ($ 40); 2xR es un factor constante. En el $ 44 

se mostrará que el producto de una constante por una infi- 

nitesimal es también una infinitesimal; por ello, 

258-10, 
es decir, a, y, por consiguiente, f son magnitudes infinite- 
simales. De la inecuación (3) se desprende que, еп este caso, 
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Ja diferencia R— h, será también una magnitud infinitesimal 
y, por lo tanto, de acuerdo con la definición de límite, tene- 
mos: 
limh, = R. 
Nota. Toda variable que tenga límite finito, incluida la 
infinitesimal, es una variable acotada. 


$ 44, Propiedades de las infinitesimales. 
El producto de una infinitesimal а por 

ИКЕ (а 40) es una magnitud infinitesimal. 
Para demostrarlo, tomemos un número positivo arbitra- 
rio e. Como æ es una magnitud infinitesimal, a al variar 
| «| puede llegar y en adelante ser menor que cualquier 


quebrado positivo y, por consiguiente, menor que +, es decir 
desde cierto momento se verificará 


lal< Eo 


ó 
laal < є. 


Por lo tanto, el producto аа es una magnitud infinitesimal. 

Esta propiedad se verifica también en el caso a = 0, 
como se mostrará en este mismo párrafo. 

Ejemero. Multiplicando la infinitesimal 
1; 0,1; 0,01; 0,001;..— 
por —8, obtendremos 

—8a = —8; —0,8; —0,08; —0,008;. (1) 

El producto —8а es una magnitud infinitesimal, por cuanto 
si se toma un número positivo arbitrario e, tan pequeño 
como se quiera, en la sucesión (1) se hallará un quebrado cuyo 
valor absoluto es menor que =. Por ejemplo, la magnitud 
absoluta de —Sa puede hacerse inferior а 0,0001; 0,00001 ; 
0,000001; etcétera. 

COROLARIO. El producto de una variable acotada por una 
magnitud infinitesimal es una infinitesimal. 

Como la variable acotada es menor que cierta constante 
($ 39), la propiedad que acabamos de demostrar para las 
magnitudes infinitesimales puede extenderse al caso del pro- 
ducto de una variable acotada por una infinitesimal. 
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Este corolario se verifica también para el producto de 
dos magnitudes infinitesimales, así como para el producto 
de cero por una infinitesimal, por cuanto las magnitudes 
infinitesimales son variables acotadas (nota del $ 43) y cero 
es un caso particular de infinitesimal ($ 40). 

Segunda propiedad. La suma algebraica de dos infinite- 
simales a +8 es una magnitud infinitesimal. 

Tomemos un número positivo arbitrario e. Como « y 8 
son magnitudes infinitesimales, entonces, | «| y | f |, cada 
una por separado, desde cierto momento y en adelante será 


menor que cualquier número positivo e y hasta > es decir, a 
partir de determinado momento se verificará 
eS y ON 
e<; y l<; 
Sumando estas inecuaciones, obtendremos: 
lal +IBI<$+$ ó l +I < e 


Pero, basándose en el § 38, punto 1, 
la+pl<lal+18l 
Por ello, a partir de cierto momento se verificará 
la+pli<e 


Por consiguiente, a + 3 es una magnitud infinitesimal. 
EjExeLo. Sumando dos magnitudes infinitesimales 


a= —2; —0,2; —0,002; ... +0 


B= —14; —14; —0,14; —0,014; 
obtendremos: 

«+ё= —16; —16; —0,16; —0,016; .. (2 
El resultado de la adición « +8 es también una magnitud 
infinitesimal, por cuanto tomando un número positivo arbi- 
trario є, tan pequeño como se desee, entre los términos de 
la sucesión (2) se hallará un quebrado cuya magnitud abso- 


>0, 
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Juta es menor que e; por ejemplo, | а + 8 | puede llegar а 
ser menor que 00001: 0,0001; 0000001; аена 6 
Aplicando el método de inducción matemática es fácil 
demostrar que; 
La suma algebraica de un múmero finito de infinitesimales 
es una magnitud infinitesimal. 
Es necesario recordar que, en la formulación de esta 
propiedad, Ja fnitud del número de sumandos es esencial 
i зе requiere sumar un número infinitamente grande de 
“magnitudes infinitesimales, puede mo verificarse a citada 
propiedad. Sea dada, por ejemplo, una suma de л sumandos 
1 1 
ولېد‎ ++ 


Si el número de estos sumandos crece sin fin, o sca я ?оо, 
entonces, todo sumando 1. es una magnitud infinitesimal, es 


decir 1 > 0; sin embargo, la suma de tales infinitesimales 


1 NEYEN 
sera 1.9 = 1, quenoes una magnitud infinitesimal, 


$ 45. Teoremas de los límites. 

TEOREMA 1. Una variable no puede tener dos límites dis- 
tintos. 

Demosrracióx. Supongamos que la variable х tiene dos 
límites distintos A y B. En este caso, conforme a la defi- 
nición de límite (§ 43), la diferencia entre la variable y su 
йе debe ser infinitesimal, o sea 


2-4-2, 


donde а y 8 son magnitudes infinitesimales, 
Restando de la primera igualdad la segunda, obtendre- 
mos: 
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El miembro izquierdo de esta igualdad, como diferencia de 
dos magnitudes infinitesimales, es una magnitud infinitesi- 
mal; mientras que el miembro derecho es una constante, Pero 
una infinitesimal puede ser igual a una constante sólo si 
esta última es сего ($ 40); por lo tanto, B — A =0, de 
donde A = B, es decir, la variable tiene un límite. 
COROLARIO. St dos variables que tienen límites son iguales 
en todas sus variaciones, sus límites som iguales también. 
En efecto, de acuerdo con lo demostrado cada una de 
las variables tiene un solo límite; mas por cuanto dichas 
variables son constantemente iguales, entonces tienden a 
una misma constante, es decir, tienen límites iguales. 
TEOREMA II. El límite de la suma de un número finito de 
variables que tienen límites es igual a la suma de los límites 
de estas variables, 
Demosrracióx. Tomemos dos variables x e y cuyos lími- 
tes son А е B, respectivamente, о sea 


límx=A, 
10) 


De acuerdo con la definición de límite ($ 43), las dife- 
rencias x— А e y — В, son infinitesimales, es decir, 


donde а y 8 son magnitudes infinitesimales. 
Sumando estas dos igualdades, obtendremos: 


(œ +) — (A +B) =a +8. 


El miembro izquierdo de esta igualdad representa la dife- 
rencia entre la variable x + y y la constante A + B; mien- 
tras que el derecho es una magnitud infinitesimal (véase la 
segunda propiedad en el § 44). Por lo tanto, conforme a la 
definición de limite, tenemos: 


lim (x +3) =4 +B. 


Tomando en consideración la igualdad (1), podemos escri- 
bir: 
lim (x +y) = lim x Ма у. 
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Así mismo puede demostrarse este teorema para tres, 
cuatro y cualquier número finito de variables. 

Teorema TI. El límite de la diferencia de variables que 
tienen límites es igual a la diferencia de los límites de dichas 
variables. 

Es sabido que la diferencia puede contemplarse como suma 
algebraica y, por ello, el teorema II puede extenderse tam- 
bién a ella. 

Ткоңумх IV. El límite del producto de un número finito 
de variables que tienen límites es igual al producto de los 
límites de estas variables, 

Dexostracióx. Tomemos dos variables x e y cuyos lími- 
tes son А y В, respectivamente, о sea 


lim х= 4, 
lim у= В. 

Según la definición de límite [(1) del 43], podemos escribir; 
«=A +2 

В +3, 


donde х у 8 son magnitudes infinitesimales. 
Multiplicando estas igualdades, obtendremos: 


ху = АВ + BA +aB +2, 


y= 


de donde 
— AB = BA +аВ +43. 


En el miembro izquierdo de la última igualdad tenemos 
la diferencia entre la variable ху y la constante AB; mientras 
que en el derecho todos los sumandos son magnitudes infi- 
nitesimales (véase la primera propiedad en el $ 44) y, рог 
lo tanto, su suma es también un infínitésimo (corolario de la 
24 propiedad, $ 44). De este modo, la diferencia ху АВ 
es una magnitud infinitesimal y, por lo tanto, conforme а 
la definición de límite, 


Ит ху = АВ 


lim ху = lím x lim y. 


Este teorema puede demostrarse para todo número finito 
de factores variables. 
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СокогАкто 1. El límite del producto de una constante 
por una variable que tiene límite es igual al producto de la 
constante por el límite de la variable, o sea, 


lim ax = a lim х, 
donde а es constante y х variable. 
Si a es constante, entonces, evidentemente, 
lim a =a. 
Por eso, de acuerdo con el teorema IV obtendremos: 
lim ах = lim a lím х = a lim x. 

COROLARIO 2. El límite de la potencia de una variable 
que tiene límite es igual al límite de la variable elevado a esa 
misma potencia, o sea, 

lim a" = (lim ху". 

En efecto, x" puede representarse como producto de m 
factores iguales; entonces 
lim ж" = lim (x-x-x... x) = lim x lim x lim x... 

«lim x= (lim а)". 

El corolario deducido, como se demuestra en el curso 
detallado de análisis matemático, se verifica para todo valor 
real de m. 

Aplicando esto puede mostrarse que el límite de la 
raíz de una variable que tiene límite es igual a la misma raíz 
del límite de la variable, o sea, 

lim x= Flim x. 
1 

En efecto, representando J xen forma de potencia х", 
obtendremos 
1 

lim Tx = líma lim x)" = "Ут х. 

TEOREMA V. El límite del cociente de dividir dos variables 
que tienen límites es igual al cociente de la división de los limi- 
des del dividendo y el divisor, a condición que el límite del divi- 
sor no sea igual a cero. 


130 


$ 46. Aplicación de la teoría de los limites al cálculo 


ОЮвмозтвлсібх, Sea 
lm х= А, 
lim у= В, 
además В 0. Aceptemos sin demostración la existencia 
dellímite Ž en vista de la complejidad de esta cuestión; 
demostremos sólo que es igual al cociente de dividir los 


límites de x e y. 
Supongamos 


(2 


=; (9) 
de donde 


Tomando en consideración que x, y y z tienen límites, apli- 
quemos el teorema del límite del producto: 


lím x= lím y lim z, 


A=B lim<, 
de donde 


А а 
Нтг= 2. 
в 


Conforme а las igualdades (2) y (3), tenemos: 


a condición que 


lim y #0. 


$ 46, Aplicación de la teoría de los límites al cálculo de la 
Jongitud de la circunferencia, el área del círculo y la suma de 

los términos de la progresión geométrica decreciente indefi- 
nida, Inscribamos en una circunferencia cualquier polígono 
regular ABCDEF (fig. 71) у dupliquemos su número de 
lados. Apliquemos el teorema acerca de que si un polígono 
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convexo está inscrito en otro, el perímetro del primero es 
menor que el del segundo; por lo tanto, el perímetro del 
polígono obtenido AKBLCMDNERFS “será mayor рог 
cuanto el primero está dentro del segundo. 


no.n 


Así, pues, el perímetro de un poligono regular inscrito 
aumenta si aumenta su número de lados. 

Ahora, circunscribamos a la circunferencia un poligono 
regular ABCDEF (fig. 72) y dupliquemos su número de 
lados; obtendremos un polígono regular circunscrito KLMN 

P RSTUVWJG cuyo perímetro será 
menor por cuanto se halla dentro del 


primero. 
Г) + Asi, pues, el perímetro de un po- 
lígono regular circunscrito disminuye 

A |. SÉ aumenta su número de lados. 
Longitud de la circunferencia. 
Sólo puede hallarse su valor aproxi- 

sl mado. Mostremos cómo se hace. 


En una circunferencia de radio 

R inscribamos un polígono regular 

ABCDEF y circunscribamos a la 

mo. misma otro polígono homónimo 
KLMNRS, también regular (fig. 73). 

Al aumentar indefinidamente el número de lados я de estos 
polígonos, el perímetro P, del inscrito crecerá, siendo siempre 
menor que el de todo polígono circunscrito, mientras que, 
en igualdad de condiciones, el perímetro Q, del polígono cir- 
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cunscrito disminuirá, siendo siempre mayor que el de todo 
polígono inscrito. Dicho de otra forma, P, es una variable 
acotada creciente monótona y Q,, una variable acotada decre- 
ciente monótona (véase $ 39). Еп los cursos detallados de 
análisis matemático se demuestra que tales variables poseen 
límite. Mostremos que los lmites de las Ena Pay O 
son iguales. Los polígonos representados en la fig. 73 son 
semejantes. Sabemos que la razón de los perímetros de los 
polígonos es igual а la razón de sus apotemas. Designando 
por hi, la apotema del polígono inscrito y teniendo presente 
que el radio R de la circunferencia sirve de apotema al cir- 
cunscrito, conforme al citado teorema escribiremos: 


aR 
A N 


Pasemos al límite de ambos miembros de esta igualdad 
cuando п > ce. 


@ 


Aplicando el teorema V del $ 45 a la igualdad, (1), hallamos: 


каб, mF 
lim Pa Timia a 


Pero lim R = R (como límite de una constante) у 


Jim h, = R(véase ejemplo 2 del $ 43). 


Por eso, la igualdad (2) se transcribirá así: 


de aquí 
lim Q, = lim Р,. 


Así, pues, P, y Ọ, tienen un límite común. 
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Derrxición, Se llama longitud de la circunferencia el li- 
mite común de los perímetros de los polígonos regulares inscritos 
y circunscritos cuyo número de lados aumenta indefinidamente, 
o sea, lim 0, = lim P, = С, donde C es la longitud de la 


circunferencia. 

Demostremos ahora que la razón entre la longitud de la 
circunferencia y su diámetro es constante para toda circunfe- 
rencia. 

Tomemos dos circunferencias cuyos radios R y r e ins- 
cribamos en ellas poligonos regulares homónimos. Designando 
рог P, y р, sus perímetros y por С y с la longitud de las 

ircunferencias y tomando en consideración que la razón 
entre los perímetros de polígonos regulares homónimos es 
igual a la de los radios de las circunferencias а ellos, ha- 
laremos: 


mE 


Al aumentar indefinidamente el número de lados de estos 
polígonos, sus perímetros P, y $, devienen variables, mien- 
tras que los radios R y r son constantes. Pasemos al límite 
de ambos miembros de la igualdad (3) cuando n > оо; 
obtendremos: 


©, conforme al teorema del límite del cociente ($ 45), 


lm Pa 


iim pa 7 


(4 


Pero, como se ha indicado anteriormente, 


lm Р, =С y limê, 


Por esto, la igualdad (4) se transcribe asi: 


e. 


$ 46. Aplicación de la teoría de los limites al cálculo 


Cambiando de lugar los términos medios de la proporción 
obtenida, tendremos: 


= const, 


lo que era necesario demostrar. 
La constante de la razón entre la longitud de la circun- 
ferencia y su diámetro se designa por la letra griega 7, o sea, 


с 
< ==, 
2R 

de donde 
C=2R, 6) 
C==D, (6) 


donde D = 2R es el diámetro de la circunferencia. 

Las igualdades (5) y (6) sirven de fórmulas para hallar 
la longitud de la circunferencia. En ellas, z es шп número 
irracional, es decir, un número tal que sólo puede expresarse 
por una fracción decimal infinita no periódica. Redondeando 
hasta 0,0001 


=x 3,1416. 


En las aplicaciones prácticas, el valor de т: se redondea con 
frecuencia hasta 0,01, es decir, 


23M. 


Longitud de los arcos de la circunferencia. Como la longitud 
de una circunferencia de radio R es igual a 2xR, la longitud 


de un arco suyo de 1° será Ê Ê , y la de uno de n°, Ле". 
Designando por 2 la longitud del arco, tendremos: 


=. т 


Area del círculo. Definición. Se llama área de un círculo 
al límite a que tiende el área de un poligono regular inscrito o 
circunscrito cuyo número de lados se duplica indefinidamente. 

En una circunferencia de radio R inscribamos un polígono 
regular ABCDEF (fig. 74). Es sabido que el área de un po- 
Jígono regular es igual a la mitad del producto de su perímetro 
рог la apotema. Designando por S,, P, y h, el área del poli- 
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gono dado, su perímetro y la apotema, respectivamente, ano- 
taremos: 

Sa = 1/2 Ph, (8) 
Dupliquemos indefinidamente el número de lados de este 


polígono y pasemos al límite de la igualdad (8) cuando э оо. 
Aplicando el teorema IV y el coro- 


£ lario I de este teorema ($45), 
tendremos: 
Y lím S,=1/2 lim P, lim A,. (9) 


Pero, como ya sabemos, 
J lím P, = С (longitud de la circun- 
AR ferencia), 
r1a. 4 lím л, = R. 


Conforme a la definición, lim S, es el área del círculo; desig- 
nándola por K, tendremos: 
lim S, = K. 


Tomando en consideración lo expuesto, la igualdad (9) se 
transcribirá así: 


K=1/2CR. 
Pero 
C=2xR. 
Por tanto, 
K=1/22R-R= (10) 


Sustituyendo el radio R por la mitad del diámetro 2, ten- 
dremos: 


=< (2) =. an 


Las 10) 11) sirven de fórmulas hallar 
Беан taa pan 
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CoroLARIO. Sean dados dos círculos de radio R, у R, 
o diámetro D, y Da. 
El área del primer círculo K, = xR ó x= 


El área del segundo círculo K, = xR ó K=. 


Dividiendo la primera área por la segunda, obtendremos: 

к} „ Күс тр} 
کے‎ 6 2201 
к Ka 4 


es decir, la razón entre las áreas de dos círculos es igual a la 
de los cuadrados de sus radios o los cuadrados de sus diámetros. 


Área de un sector circular. 
El área de un sector de un arco de 1° es igual a Ê 


+ 


El área de un sector de un arco de # es igual a ZÎ, 


Designando por s el área del sector circular, obtendremos: 


жиш 
EN aa 


Dividamos en dos factores el miembro derecho de la 
fórmula (12), a saber: 


азу 


Pero 


sE 29 


о sea, el área de un sector circular es igual a la mitad del pro- 
ducto de la longitud del arco por el radio. 
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Suma de los términos de una progresión geométrica de- 
creciente Del álgebra se sabe que la suma de los 
términos de una progresión decreciente 


2% donde |g] <1. 
+ 


Dividamos cada término del numerador рог el denominador 
obtendremos: 


= аз) 


Supongamos que el número de términos de esta progresión 
decreciente crece sin fin. Pasemos al límite de la igualdad (15) 
cuando » >00 у apliquemos el teorema Ш del $ 45: 


(16) 


Sabemos que el límite de una constante es la propia cons- 
tante, es decir, lim < De acuerdo con el coro- 


lario 1 del teorema IV del pa tenemos: 


lim “lime”. 


mo 1 q 


Mas lim q = 0. Por tanto, la igualdad (16) puede transcri- 
birse de la manera siguiente: 


lim s, = —“ 
Precisamente este límite se denomina suma s de progresión 
geométrica decreciente indefinida. Así, pues, 


s a7) 


Conversión de una fracción decimal periódica en quebrado 
ordinari. Apliquemos la fórmula (17) a la conver conversión de 
una fracción decimal periódica en quebrado ordinario 
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EjemeLo 1. Convertir la fracción periódica 0,444 ...= 
= 04) * en ordinaria. 

SoLución. Representemos la fracción dada en la forma 
siguiente: 

0,444 ...—0,4 +0,04 +0,004 +... 

Hemos obtenido una progresión geométrica decreciente 
indefinida en la que el primer término a = 0,4 y el denomina- 
dor q = 0,1. Conforme a la fórmula (17), la suma de sus tér- 
minos será: 


4 > 
—ол^ oss 
EJENPLO 2. Convertir la fracción periódica 0,353535 ... 
=0,(35) ** en ordinaria. 
SoLuciós. Transcribámosla en la siguiente forma; 
0,353535 ... = 0,35 +0,0035 +0,000035 +... 
Tenemos otra vez una progresión geométrica decreciente in- 
definida en la que а = 0,35; g = 0,01 y la suma de sus tér- 
minos por la fórmula (17) será 
з _ 035 35 
1—001 099 99 


De este modo, la fracción periódica pura es igual a un quebra- 
do ordinario que tiene pornumerador un número igual al pe- 
riodo y por denominador un múmero formado por tantas ci- 
fras iguales a 9 como cifras tiene el período. 

EJEMPLO 3. Convertir la fracción periódica 0,5666... = 
= 0,5(6) *** en quebrado ordinario. 

Representemos esta fracción de la forma siguiente: 


0,5666 ... = 0,5 + 0,06 +0,006 + 0,0006 +... 


9) El número que se repite, 4, se llama periodo; con frecuencia se 
escribe entre paréntesis. Señalemos que el quebrado dado se denomina 
periódica pura, por cuanto el período comienza inmediatamente después 
de la coma. 

Aquí, el número que se repite, 35, es también el período, y la frac- 
ción, periódica pura. 

) El quebrado dado se denomina fracción periódica mixta, por 
canto entre la coma y el periodo existe un número no perteneciente al 
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Los términos del miembro derecho de esta igualdad, a par- 
tir del segundo, constituyen una progresión geométrica de- 
creciente indefinida en la que 


а=06, 4=01 
Aplicando la fórmula (17), tenemos: 
_0% _ 0; ў 

Toil os %0 
Toda la suma del miembro derecho es igual a 


05+5 6_3:9+46_51_% 
90 0 90 90 


ЕјемРІО 4. Convertir la fracción periódica mixta 
0,3252525 ... = 0,3(25) en ordinaria. 


SoLución. Representemos esta fracción de la forma si- 
guiente: 


0,3252525 ... = 0,3 +0,025 +-0,00025 +-0,0000025 +... 
En el miembro derecho de esta igualdad, desde el segundo 


término tenemos una progresión geométrica decreciente inde- 
finida en la que 


a=0025, ¿=0)01. 


Por la fórmula (17), obtendremos: 


De este modo, la fracción periódica mixta es igual a un 
quebrado ordinario cuyo numerador es la diferencia entre el 
жшк тенеле segundo período y el jente al 
primero, y el denominador, un número formado por tantas 
cifras iguales a 9 como cifras tiene el período seguidas de 
tantos ceros como cifras sean la parte no periódica. 
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$ 47: Límite de una función. 1. Sea dada la función 
y= w 
Se puede hablar de límite de una función sólo a condición. 
de que se prefije el límite a que tiende su argumento x; sin 
, esta cuestión carece de sentido. 
Supongamos que я > 3; veamos si existe o no límite de 
la función dada cuando se verifica la susodicha condición, y 
si existe cuál es *. 
En el $ 43, al hablar del límite de una variable mostra- 


mos que ésta puede tender a su límite variando de distintos 
modos. 


Si, en nuestro ejemplo, x toma la sucesión de valores: 
3,1; 3,01; 3,001; 3,0001; ...— 3; 
entonces, la función (1) obtendrá sucesivamente los valores: 
5,6; 5,06; 5,006; 5,0006; ...—> 5. 


Vemos que la sucesión dada de valores de la función tiene 
por límite 5. 

Si en la igualdad (1) damos al argumento los valores: 

2,9; 2,99; 2,999; 2,9999;=> 3, 

también en este caso el límite de la sucesión de valores de la 
función será 5, lo que se puede comprobar fácilmente haciendo 
los correspondientes cálculos. 

Así pues, la función (1) tiene el límite igual a 5 cuando 
n= 3. Esto se anota así: 

lim (4? — 4) =5. 


з 


Este procedimiento de hallar el límite de una función es 
dilatado, motivo por el que no se utiliza en la práctica. Los 
teoremas de los límites ($ 45), demostrados por nosotros, 
permiten simplificar la solución de este problema. 

EjemeLo 1. Hallar lim (x? — 4). 


E 


*) En los cursos completos de análisis matemático se ofrece la defini- 
ción del concepto de límite de una función. Debido a su complejidad no 
estimamos posible insertarla. 
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SoLución. Aplicando el teorema Ш y el corolario 2 del 
teorema 1V de los límites, obtendremos: 
lim (x? — 4) = lim x? — lim 4 = (Шш 3)? — 
а ‚з pS] 


—lim4=32—=4=5, 


Este límite es igual al hallado antes por nosotros para la 
función y = 22 — 4 cuando х > 3. 
EjempLo 2. Hallar lim 24%. 
EET 
SoLucróx. Antes de aplicar el teorema del límite del co- 
ciente es necesario averiguar si el límite del denominador es 
nulo o no cuando x > 2. Aplicando el teorema П y el coro- 
Jario 1 del teorema IV de los límites, hallaremos: 
Mm (2x +1) =2 lm х +lim1=2-2 +1 
2 


El límite del denominador no es cero; por tanto, el teo- 
теша V de los límites puede aplicarse a nuestra función. De 
este modo: 


a ЖИР 


т Е: МЫНА ЗЕ 
эз: 2+1 шағ 0 


яз: 


Pero 
lim (x? +3x) = (lim x)? +3 lim x. 


52 а-а Ба 


Por consiguiente, 


Qim з + За х 


Lim E _ э ma 2+32 
зза 2141 2Mmx+lm1 


Б 


Substituyendo x рог зи límite en las expresiones de las 
funciones de los últimos ejemplos, obtendremos los mismos 
resultados. En los cursos completos de análisis matemático se 
demuestra que esta sustitución es justa si los teoremas de 
Joslímites son aplicables а la función cuyo límite se busca. 
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A continuación utilizaremos este procedimiento, por cuanto 
acelera considerablemente el proceso de cálculo del límite 
de una función. 

IL. Analicemos ejemplos en los que el límite del divisor 
es mulo y, por lo tanto, el teorema del límite del cociente es 
inaplicable; en estas circunstancias, se pueden presentar dos 
casos. 

a) El límite del dividendo no es cero. 

Ернмгто 3. Hallar lim 2 

SoLucióx. Hallemos el límite del divisor, sustituyendo ж 
por su valor límite: 

lim (2х — 6) =2-3—6=0. 

өз 
Como se evidencia, en este ejemplo по se puede utilizar el 
teorema del límite del cociente (la división entre O es imposi- 
ble). Sabemos que si lim (2x — 6) = 0, entonces 2x —6 es 


m3 
una magnitud infinitamente pequeña y su inversa, una mag- 


nitud infinitamente grande ($ 42). Por este motivo 7 E 


3 


cuando х > 3 y, en consecuencia, el producto 


magnitudes infinitamente grandes, es decir, 


m= o. 
13 226 
b) El límite del dividendo es cero. 
Ejempro 4. Hallar lim ^*?*. 
ЕУ 


$огостбх. El límite del divisor 
lím (x? +x) =0* +0 =0 
y el límite del dividendo 


lim (a? +2x) = 02 + 2-0 = 0. 


En este caso, obtendremos la expresión E Íque no tiene 
sentido. 
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Sin embargo, de ello no se deduce que la función dada 
carece de límite; para hallarlo, es necesario transformarla 
previamente, dividiendo el numerador y el denominador en- 
tre x, operación factible por cuanto antes de pasar al valor 
límite х 4 0, o sea, 


10) 
El teorema del límite del cociente es aplicable a la expresión 


=> por cuanto el límite del divisor no es cero. Halle- 
mos el límite del quebrado 217: 
иш 242042 


A 
Teniendo presente la igualdad (2) y el corolario del teorema 1 
del $ 45, obtendremos: 

ы +28 нь 5+2 


зо Фя азо а 


Este resultado puede confirmarse también calculando los 
valores de la función cuando el argumento toma valores ргб- 
ximos a cero, por ejemplo, cuando 


x=0,1; 0,01; 0,001; 0,0001 


La tabla presentada a continuación muestra el carácter 
de la variación de la función 


GETH 


cuando x=» 0: 


+. 
Jos en] sos | 000 [> 
E 
qa + „9 199| 1,999 | 1,9999 |- +2 
وج‎ 


$ 47. Limite de una función 


SoLución. En este caso, los límites del dividendo y el 
divisor son nulos; por esto, es necesario transformar previa- 
mente la función simplificándola рог х — 3, operación ad- 
misible por cuanto antes de pasar al valor límite 


1340 


ЕјемРІО 6. Hallar lim 


SoLucióx. Lo mismo que en los ejemplos precedentes, 
es necesario transformar esta función. Con este propósito, 
eliminemos la irracionalidad del numerador multiplicando 


ambos términos de la fracción рог үх +3 +2 у efectuan= 
do las simplificaciones requerida: 


im VEIA _ 
(ЕЗ +2} 


= e= 


а si ۹‏ 34+ ت 
a ИЗА set DAA‏ 


1 
= ња 1 
РЕ 


III. Examinemos un ejemplo de determinación del límite 
de una función cuando х ¬+ co. 


ET 


EjexpLo 7. Hallar lim. 


sem 3+2 


SoLución. El divisor 3x +2 cuando x + оо crece sin fin, 
o sea, es una magnitud infinitamente grande; su inversa 


1__ es una infinitesimal ($ 42). Por lo tanto, el producto 


3+2 
1.2 tiende а cero si х» оо: 
3+2 
ит =0. 
ET 
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EjemeLo 8. Hallar lim. 
matry l 
SoLuciós. El dividendo y el divisor de esta función cuan- 
do х > оо son magnitudes infinitamente grandes y su razón 
carece de sentido. Por esto, transformamos la expresión dada 
dividiendo el numerador y el denominador entre х: 


Pero Ž y 1 cuando х->оо son infinitésimos; por tanto, 
los límites del dividendo y el divisor serán 3 y 4, respectiva- 
mente, y el límite de la función, 0,7: 


El proceso de determinación де 
se anota así: 


5. 
límite de la función dada 


Ша 2243 tim 2۹ے‎ — 0,75, 
matti seg, 1 4+0 


EjemeLo 9. Hallar lim 2243945, 
E тфа 


SoLución. Dividiendo ambos términos del quebrado entre 
xt, obtendremos: 


a+ 3+l 
TES z 


A 


Cuando х - оо, las relaciones — 
crece sin fin; por tanto, 


lim (1 + 


$ 47. Límite de una función 


y toda la fracción 


2434+} 
e. 
+5 
= 
De este modo, 
ей 
EENET] eves 
ш а н “== 
za #+ ا‎ 
PEI 
а 
Ejercicios 
налы: 
L ша و‎ 49. Zim E=. سو‎ 
A Е зат =) 
2s 1 
ЕЯ ЕЛГЕ 
a a EEE 
ала 21. ә ња LEIES. اوم‎ 
м Dana PRAT 
2а + за зә+ Pi 
п. ша 2 12 ша?” +37. و‎ 
к-г] z mim 
аа Atu 
м. на 15. Mm 16. на 
ре еа е, AF3 
Ps +6 -з 
17. im ze. 19. а А 
Pa sa 12x +20 Бероу 
20. im EVE. a1 im - 22 im 7262. 
E ү Ж” m Fiz 
meree 
эз. на HÈ - 25. на . 
o a Беч 
5+1 1-5 2. 
жш ZEL. 27. im .س‎ ж ВЕТ . 
о» e аза as 
а 
30. lim LEA. 


DEET] 
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$ 48. Límite de la relación "* cuando х + 0, Como en 


este caso lim х = 0, el teorema del límite del cociente no 
puede aplicarse para hallar el límite de la relación 4 


cuando х >0; tampoco puede hacerse ninguna transforma- 
ción para calcular el límite de dicha 
# relación. Por ello, utilizaremos con- 
cepciones geométricas. 
Tomemos una circunferencia de 
radio R y un ángulo central х 
expresado en radianes (fig. 75). 
Tracemos una cuerda AM y una 
f tangente АМ que corte la prolon- 
gación del radio OM en el punto 
N. De la figura vemos: 


área А AOM < área del sector 


AOM <área А AON. 


Expresando las áreas de los triángulos y del sector con- 
forme a las fórmulas, podremos transcribir: 
04 PM 04:04M _ 04-4N 


FIG. 15 


después de simplificar por e, obtendremos: 


РМ < ОАМ < AN. 


Dividiendo luego todos los términos de las últimas ine- 
cuaciones рог R obtenemos: i 
PM бам AN, а 


Pero 


$ 49. Magnitudes infniteimales equivalentes 
por lo que las inecuaciones (1) toman la forma: 
snx<x<tgx 


sen z < z < EZ 


Como х es un ángulo agudo, sen х es positivo; dividiendo 
las inecuaciones obtenidas entre sen x, hallamos: 
1 


1< 


1>%2> сох. (2) 


Supongamos ahora que x >0; entonces 
cos x >1. 


Рего.сото la relación „ de acuerdo con las inecua- 


ciones (2), está comprendida entre la unidad y cos х, con 
tanta mayor razón tenderá a la unidad. 

La tendencia de esta relación a la unidad, se evidencia 
con claridad si las magnitudes contenidas en las inecuacio- 
nes (2) se representan en el eje de coordenadas (06, 10). 


2 ат aga 1 
FIG. 16 
Por tanto, 
lim =1. 
s = 


$ 49. Magnitudes infinitesimales equivalentes. 
Las magnitudes infinitesimales se llaman equivalentes si el 
limite de su razón es igual а la unidad. 

En el $ 48 se estudió el límite de la relación de dos in- 
finitésimos sen х y х que resultó igual a la unidad; por 
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tanto, sen x y x son infinitesimales equivalentes cuando 
1>0, 

Pueden ofrecerse otras infinitesimales equivalentes como, 
por ejemplo, tg x y х cuando х + 0. En efecto, 


т 82 A A _1 
pri я pres а саз 
= im & ра 1101 


90 х re0 cosa 


Еп los cursos detallados de análisis matemático se de- 
muestra que al determinar el límite de dos infinitésimos, 
cada uno de ellos puede sustituirse por su equivalente. 


кет 
EjempLo 1. Hallar lím —Ż. 
mm a 
SoLución. Ya se ha mostrado que sen x у х cuando 
x>0 son infinitesimales equivalentes; por tanto, en la 
expresión dada зеп 2 puede sustituirse por su argumento pg 


Haciéndolo, obtendremos: 
А =p 
жез. al) 


lim = Mim 2L 
аа уша в 


EjempLo 2. Hallar lim 2%. 
230 sen êx 


SoLución, Cuando х +0, también ax + 0, y dx + 0; 
рог este motivo, sen ax y sen bx son magnitudes infinitesi- 
males. Sustituyendo sen ах y sen bx por sus infinitesimales 
equivalentes ax y bx, obtendremos 


lim. = т E = 


a0 senda soo bz 
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Ejercicios 
Hallar: 


20 3sen x pa poe ra ғ o аа 


$ 50. Límite de la expresión [1 +] cuando # > оо. En 
los cursos detallados de análisis matemático se demuestra 
que E +] tiene límite cuando n -> оо y que el mismo es 


mayor que 2 y menor que 3, expresándose por un número 
irracional. Para esclarecer lo dicho, confeccionemos la si- 


guiente tabla de valores de la expresión (i +] cuando 


crecen los valores de л: 


T 
А 2] МЕ 3E 1000 


| 
ПЕЛЕ Е رچ‎ | zaa | 249| 239| |د‎ 


La tabla evidencia que, a medida que crece т, crece 
también la expresión E +2 „ retardándose en el creci- 
miento. 
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El límite de (1 +)" cuando я оо es, aproximada- 


mente, 2,718 y se designa por la letra е. 
Así pues, 


т (1 +) = еж 2,718. 


Puede también mostrarse que para toda infinitesimal æ 


lim (1 +a) 
$ 51. Logaritmos naturales. En matemáticas, el número 
e tiene enorme significado que puede compararse con el 
del número т. El número е se toma por base de los logarit- 
mos naturales o neperianos * muy utilizados en análisis ma- 
temático, pues con su ayuda muchas fórmulas pueden repre- 
sentarse de шпа forma más sencilla que con los logaritmos 
decimales. El logaritmo natural se indica por el símbolo ln. 
Los logaritmos natural y decimal (vulgar) presentan una 
correlación simple que permite pasar del logaritmo vulgar 
de un número al natural y viceversa. 
Para deducir esta correlación, tomemos un número № y 
representémoslo en forma de dos potencias, tomando por 
base los números 10 y e: 


N=10 


2 


N 


donde, como se sabe, x es el logaritmo decimal e y, el natura 
del número N. De las igualdades escritas se deduce: 


10 = е. 


Hallando el logaritmo decimal de ambos miembros de 
esta igualdad, obtendremos: 


x log 10 = y log e, 

=) Los logaritmos naturales se llaman neperíanos en honor al mate- 

жынс коо Зере Caper J) qen а ео ло а паа, 
los logarítmicos. 
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х= у1о e, 
de donde 
Toge 


Sustituyendo x e y por log N y In N, respectivamente, 
escribiremos: 


y 


ау = 08У. 


loge 
En la tabla de logaritmos hallaremos: 

log e = 0,4343. 
Por tanto, 


ъ=: = log N-2,303 (1) 
Loge 


es decir, el logaritmo natural de un número es igual al producto 
del logaritmo vulgar de ese mismo número por 2,303. 

De aquí se deduce que el logaritmo natural de un nú- 
mero es 2,303 veces mayor que el vulgar. 

De la igualdad (1), hallamos: 


log N = In N-0,4343, 


о sea, el logaritmo decimal de un número es igual al producto 
del logaritmo natural de ese mismo múmero por 0,4343. 
EjexeLo. Hallar In 2. 
SoLución. In 2 = log 2-2,303 = 0,3010 -2,303 ж 0,693. 


Ejercicios 
Hallar: 


103. 2.810. 3.145 4. 8 105 5. 02, 6.100,16, 
7. in 0,4. 8. а O.L. 


153 


Capítulo VI 
La función 
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$ 52. Símbolos de la dependencia funcional. Como se indicó 
($ 6), la variable y se denomina función de la variable х, 
si a cada valor admisible de x le corresponde un valor ple- 
namente definido de y. Dar una función analíticamente sig- 
nifica indicar las operaciones a realizar con el argumento х 
para obtener el valor correspondiente de y. 

Sea, por ejemplo, una función definida por la ecuación 


a + 2үз. 


Con ello, vienen dadas también las operaciones que deben 
efectuarse con x para obtener y. 

Ocurre frecuentemente que, en la exposición de un mis- 
mo problema, se tropieza reiteradamente con una misma fun- 
ción expresada por una ecuación compleja a veces. Para 
mayor brevedad de anotación, el miembro derecho de la 
ecuación que define la función se designa f(x) y se escribe: 


у= Ха). 


Esta igualdad se lee así: “y es igual a f de x” о “y es fun- 
ción de 4”. 

En ocasiones no nos interesará conocer la función con- 
creta con el conjunto de operaciones a realizar con el ar- 
gumento, sino el hecho de que una variable depende de 
otra. En este caso, también se anota y = /[х), entendiendo 
por f(x) un conjunto desconocido de operaciones con el 
argumento х. 

Si en una misma cuestión se trata de varias funciones 
distintas, para no confundirlas sus símbolos se designan por 
diferentes letras, por ejemplo: F, 9, y. 


154 


$ 53. Valores de la función 


$ 53. Valores de la función. Dominio de la función. 1. Sea 
la función y que viene dada por la ecuación 
y= Pz w 

Demos a x una serie de valores; por ejemplo, # = 1, ж = 
= 3, х = 5, etc.; entonces, y obtendrá los correspondientes 
valores y, =0, уу = б, у, = 20, etc. 

Los números Ху, хз, лу зе donominan valores del argu- 
mento, у los números yı, Ya, Уз, valores de la función. 

Si el conjunto de operaciones con el argumento de la 
función (1) se designa por f(x), entonces puede escribirse: 


Да) = х*— x 


Еп este caso, los valores hallados de la función se anotarán 
así: 


АХ) =0, /3) =6, f5) = 20. 
Еуємрго. Dada la función f(x) =2x* + x — 1. Hallar: 
DAD, 2) Л0), 3/82. 4) fa. 

SoLucióN. 

0) Д1) = 2(-1)* + (-1) -1=2-1-1=0, 

2) 30) =2-0+0-1= 
3) A) =2:2 +2 — 
4) Да) = 20 +a — 


II. Como se ve en el ejemplo examinado, la función tie- 
ne valores reales para todo valor real de х. Sin embargo, 
son frecuentes los casos en que, para ciertos valores reales 
del argumento, la función carece de valores reales o, como 


suele decirse, mo existe. Por ejemplo, la función у = 


по existe cuando х = 0, por cuanto i no se expresa con 
ningún número; la función y =/X no existe cuando x< 0, 
ya que con este valor de x tiene valores imaginarios. 

DerINICIÓN. Se Пата dominio de una función el conjunto 
de los walores reales del argumento en los cuales la función 
toma valores reales. 
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Capitulo VI. La función y sus propiedades clementales 
Por ejemplo, la función y = x* tiene por dominio el con- 
junto de todos los valores reales de x, o sea, 
—оо<а<оо; 


para la función у= , el dominio consta de los yalo- 
res reales de x, cuya magnitud absoluta no sca inferior a 
la unidad, es decir, 


1121. 


Ejercicios 
1. Dada la función f(x) =2x— 1. Determinar 
DIA 2 Д0, 9—0. 
2. Dada la función f(a) = 33° + 1. Determinar 
DAD. DAD ICA. 4 fa—0. 
3. Demostrar que para la función f(x) = 34 — 242 + 1 se verifica 
la igualdad fi— 3) = f(3). 
4. Dada la función f(z) = +" —x. Demostrar que /{— з) = — f(a). 
Cómo anotar que los números 2 y — 3 son raíces de la eciación 


6. Hallar el dominio de las funciones: 


92-1 دور 
yea‏ 7 
q 6) у= е;‏ 


yT тусаа s. 


$ 54. Representación geométrica de las funciones, Sea dada 
la función y = f(x). Por la geometría analítica sabemos. que, 
hablando en general, la ecuación y = f(x) define cierta línea 
lamada gráfico de la función, Este gráfico nos ofrece la re- 
presentación visual del carácter de la variación de la función 

а. 

EjempLo 1. Construir el gráfico de la función 

SOLUCIÓN. Suponiendo х = —1,2; —1; —0, 
4,2, hallamos los correspondientes valores de la funci 
anotamos los resultados del cálculo en la tabla: 


= | 


х = 


SEN 


y 
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$ 54. Representación geométrica de las funciones 


Considerando cada par de valores hallados de x e y como 
coordenadas de los puntos en el plano, construimos estos 
puntos y, uniéndolos con una línea suave, obtenemos una 
curva llamada parábola cúbica (fig. 77). 


нс. 


EjexeLo 2. Construir la curva dada por la ecuación 
= э. 
SoLución. Hallemos y de la ecuación dada 
y= 
Vemos que la ecuación y?=x% define dos funciones: 
у= е у= үз, 
cuyo dominio es х > 0. Confeccionemos la siguiente tabla 


Construyendo los puntos por las coordenadas halladas y 
uniéndolos con una línea suave, obtendremos una curva 
Mamada parábola semicúbica (fig. 78). 
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EjempLo 3. Construir el gráfico de la función 
а х, si x>0, 
—x, si x<0 


SoLuctóx. Aquí la función viene dada por dos ecuacio- 
х, donde х tiene sólo valores positivos у nulo, 
donde x tiene sólo valores negativos. Por lo 
tanto, el dominio de la función dada consta de todos los 
números reales, y su gráfico representa una línea quebra- 
da formada por la bisectriz del primero y segundo ángulo 
de coordenadas (fig. 79). 


Y 
Р 
= 
#7 
т.т тс. в 


EJEMPLO 4. Construir el gráfico де la función 


+, si 1>0, 
=1, si 2<0. 


y 


Sorucróx. El dominio de la función dada consta de to- 
dos los múmeros reales, y su gráfico está formado por dos 
semirrectas paralelas al eje Ox (fig. 80; la flecha en la semi- 
Ter la izquierda designa que no le pertenece el punto 
;—D). 
Nota. Del álgebra se sabe que la función puede venir dada 
рог tres procedimientos: analítico, tabular y gráfico. Enlos 
dos primeros ejemplos examinados se han brindado los ci- 
tados tres procedimientos. Aunque todos ellos se aplican en 
matemáticas, el primero desempeña un papel de especial 
importancia. 


$ 55. Incremento de la función. Si la variable x ha cambiado 
su valor de х, a ху, la diferencia entre su nuevo valor y el 
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$ 55. Incremento de la función 


inicial se lama incremento de la variable y se designa por el 
símbolo Ax* (se lee: “delta z”). 
Por lo tanto, 
Ax = 5—2, 
de aquí 
n=n tår 
La magnitud x, se denomina valor incrementado de la 
variable. 
El incremento de la variable puede ser tanto un número 
positivo como negativo. Si, por ejemplo, el valor de x varía 
de 5 а 5,2, entonces, 


Ах = 52 
y si varía de 10 a 9,7 
۵» = 9,7 -10 = - 03. 
Sea dada la función 


=0, 2, 


у= №. 
Supongamos que el valor inicial de su argumento era 
ж, = 3, variando luego a х,— 3,5; entonces 
Ar=35-3=05. 
Hallando los valores de la función cuando x, =3, primero, 
y cuando х, = 3,5, después, obtendremos: 
=3%=9, 
ж = 3,5% = 1225. 
La magnitud y, se llama valor inicial de la función, у, 
su valor muevo o incrementado, y la diferencia У,— Yı, in- 


y 
cremento de la función. Conforme al símbolo establecido para 
los incrementos, podemos escribir: 


Ау = у, = у, = 1225 — 9 = 3,25. 


Hallemos el incremento Ay de la función у = а? para 
toda variación de x. 


*) Observemos que Ax no puede considerarse como producto de dos 
factores; el símbolo А es inseparable de x, del mismo modo que, por ejem- 
plo, en-la expresión sen x el símbolo sen es inseparable de л. 
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Supongamos que su argumento tiene cualquier valor 
inicial x; entonces, el valor inicial de la función dada será: 
у=. (0 

Admitamos ahora que х tiene un incremento Ах; entonces, 
el valor nuevo (incrementado) del argumento será х + Ах. 
Para hallar el valor nuevo (incrementado) de la función, 


es necesario sustituir х рог х + Ax en la expresión dada de 
dicha función; obtendremos: 


Y + رھ‎ = (x + Алу. a 
Restando la igualdad (1) de la igualdad (2), ballaremos: 
y + وھ‎ = (х + Aa)? 
к Ё 
(ФА): э, 


о, luego de la transformación, 
Ay = 22 42x4x + (Аз)® — 2è = 2۵ + (Aat (3) 
Hemos hallado la forma general del incremento de la función 


Para obtener el incremento de esta función en el caso 
particular expuesto al comienzo del párrafo, en la igualdad 
(3) se pueden sustituir х y Ах por los números 3 y 0,5, 
respectivamente, tras lo cual tenemos: 


Ay=2.3-0,5 + (0,5)? = 3 +0,25 = 3,25. 


Este último resultado coincide con el anterior. 

Así, pues, para hallar el incremento de la función es 
necesario: 

1) sustituir x por x + Ах е y por y + Ay en la expresión 
dada de dependencia funcional: У 

2) restar miembro 2 miembro la expresión dada de la 

ida. 

Si la función viene dada en la forma general y = f(x), 
entonces, conforme a la regla citada, su incremento puede 
anotarse por la fórmula 

Ay = [Дк + Ах) — Дх). % 
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$ 56. Representación geométrica de los incrementos 
EJEMPLO 1. Hallar el incremento de la función у=24%--3. 
SoLución. y + Ay = 2( + Да)? +3 = 
21t +4x Ах +2049)? +3; 
y + Бу = 202 +4xAx 4248]! +3 
y =2 +3 
3y = 4хАх + 2(Аху. 


EjempLo 2. Hallar el incremento de la función у= 2. 
SOLUCIÓN. ا = وھ + ر‎ 
rtean 
Р, 
= у a" 


Ejercicios 


1. Dada la función у = 2z + 1. Hallar su incremento si х varia: 
0 de 4243; 2) de 0202; 3) de2a 15 
2. Hallar el incremento de la función y = 211 si x varia: 1) de 1a 
13; 2 de —02 а +0,2; 3) de 0a a 
Hallar el incremento de la función y=x*—1 sise conoce: 
2, Ах = 0,5; 2) 11=3, Ar = — 0.6. 
vemento de la función y = 24#— # + 1 si se dan: 
2) x =a, Ах = А 


4: hallar Av. 


6. Dados y = sen x, x= >, Де = 2: hallar Ду. 


7. Hallar la forma general del incremento de la función: 1) y= 3r + 2, 
э уа, у ус а 2а, 4) yetmir yo 


Ө у= 29—28, т у= 


$ 56. Representación geométrica de los incrementos del argu- 
mento y de la función. Sea dada la función y = f(x) cuyo 
gráfico está representado en la fig. 81. 

Supongamos que el segmento ОР, = x representa el valor 
inicial del argumento; entonces, el valor de la función para 
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este valor del argumento será /{х) y su representación 
métrica, la ordenada P,M, del punto М,: әй 


PM, = f(a). а) 
Demos al argumento x el incremento 
P,P, = Ax; 


то. 


entonces, el nuevo valor de х será 
OP,=x + Ах; 
y el nuevo valor de la función, f(x + Ал), siendo su repre- 
sentación geométrica la ordenada РМ, del punto М,: 
P.M, = f(z + Аз). @ 
Trazando desde el punto М, una recta paralela а OP, hasta 
su intersección con la recta Р.М, en el punto N, tendremos 
ММ, = PM, — PAN =P.M,— PM, 
o, conforme a las igualdades (1) y (2) 
NM, = f(x + Ax) — f(a). 
La diferencia obtenida en el miembro derecho es igual a 
Ay [véase la fórmula (4) del $ 55) y, por lo tanto, 
NM,= Ay. 
or consiguiente, el incremento del argumento se repre- 
senta geométricamente por el incremento de la abscisa de un 
punto de la curva, y el de la función, por el de la ordenada de 
ese punto. 
$ 57. Continuidad de la función. Sea el arco AB el gráfico 
de la función y = f(x) (fig. 82). Tomemos en este arco un 
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$ 57. Continuidad de la función 


punto cualquiera M(x; y) y demos a x el incremento 


PP,= Ax, 
entonces, y obtendrá el incremento 
QM, = Ay. 


Supongamos que Дх > 0 y que, en este caso, Ду > 0, 
es decir, 


Esto significa que si Ах > 0, la ordenada P,M, se aproxi- 
ma indefinidamente a PM, y el punto Му, al punto M, y, 
por lo tanto, en el arco AB se hallará un punto tan р 
ximo como se quiera а M. En este caso se dice que la función 
y = Дх) es continua para el valor dado de х. 

DEFINICIÓN. La función у = f(x) se Пата continua para 
el valor dado de x, si al incremento infinitesimal de x le co- 
responde un incremento infinitesimal de y, o sea, si 


lim Ay = 
-. 


@) 


Cuando esta condición se verifica para todo valor del 
argumento en un intervalo de х =a a x = b, se dice que 
la función es continua en el citado intervalo. Por consiguiente, 
al arco AB del gráfico de la función continua puede trazarse 
mediante el movimiento 
continuo del lápiz sin sepa- 
тано del papel. 

Sin embargo, no toda 
función ní para todo valor 
de x es continua. Tomemos, 
por ejemplo, la función 
у = 1. Por la geometría 


Y 


analítica sabemos que el 
gráfico de esta función 
(fig. 83) es una hipérbola 
equilátera compuesta de 
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dos ramas. Moviendo continuamente el lápiz puede descri- 
birse cualquier arco en la rama izquierda, y cualquier arco, 
en la derecha; pero no se puede llegar del punto A, enla 
rama izquierda, al B, en la derecha, sin separar el lápiz 

1 


del papel. Esto evidencia la continuidad de la función y 


para todo x, excepto х = 0, donde, como se dice, la función 
dada tiene una discontinuidad. Los puntos de discontinuidad 
de la función corresponden a los puntos de discontinuidad 
del gráfico. 

En el ejemplo examinado, la discontinuidad consiste 
еп que al pasar el argumento por х = 0 (de izquierda a de- 
recha), el valor de la función varía de —оо a +оо, 

Tales discontinuidades son propias, en general, de las 
funciones fraccionarias para los valores de х cuando el deno- 
minador se convierte en cero y los valores de la función 
crecen indefinidamente (у = оо). Por ejemplo, la función 


4*__ tiene una discontinuidad para х la función 


w 
peri 

Existen también discontinuidades de otro género cuando 
la función varía un valor finito por otro también finito, 
al pasar el argumento por cierto valor. Estas discontinuidades 
se denominan discontinuidades de primer género. Ejemplo de 
las mismas es la función 


у= para x =2 y = — 2, cte. 


1, si x<0, 


cuyo gráfico está representado en la fig. 80, pág. 158. Aquí, 
al pasar el argumento por x = 0 (de izquierda a derecha), 
el valor de la función varía de —1 a +1. 
EjempLo. Investigar la continuidad de la función y = x2. 
SoLución. Demos a xel incremento Ax; entonces la fun- 
ción recibe el incremento [fórmula (3) del $ 55) 


Ay =2xAx + (Аз). 
Hallemos el límite de Ay cuando Ах + 0; 
2x-0+0=0, 


$ 57. Continuidad de la función 


La igualdad obtenida se verifica para todo valor finito de 
ж; por lo tanto, la función y = а? es continua en todo va- 
lor de х. El gráfico de la función у = а? (véase la fig. 8, 
pág. 22) presenta la continuidad dè ésta. 

Examinemos otra definición de la continuidad de la función, estrecha- 
mente vinculada а la ya ofrecida. 

Hallemos el incremento de la función y = f(s) cuando el argumento 
varía de х = са x = с + Ах; de acuerdo con la fórmula (4) del $55, se 
tiene: 

Ay = fie + Аз) — ЛО. 

Si la función dada es continua en x = с, entonces, sustituyendo en 

la igualdad (1) Ay por su expresión hallada, anotaremos: 


im, Ay = Jim [fte + An) ЛО] = 0. 


Conforme al teorema del límite de la diferencia ($ 45), tenemos: 


lim [fte + Аз) — ДӨ] = lim Де + Аз) — lim fie) = 0 
Кез Кел aro 


lim Де + Аз} = lim f). 
Aro “aro 


Pero f(c) es una magnitud constante; por lo tanto, 


ит fle + Аз) = Д. @ 
ame 
si 
e+ = ر‎ 


entonces, de la condición Ax => 0 se deduce: х + ¢; la igualdad (2) tomará 
la forma 


ım fia) = д. Г) 
Кеч 


De esta manera, de la igualdad (1) se deriva la iguaidad (3). Se puede 
demostrar lo contrario, que de la (3) se deduce la (1). 

De aquí se evidencia que la igualdad (3) expresa una condición de 
continuidad de la función para un x dado, equivalente а la examinada 
al comienzo del párrafo. 

Derivición. La función y = f(s) se llama continua para х= e, si 
el limite de esta función cuando х > € es igual al valor de la función cuando 


la igualdad (3) se verifica para todo valor del argumento desde 
hasta x = b, se dice que la función es continua en el intervalo dado. 
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Expliquemos geométricamente lo dicho. En el gráfico de la función 
continua f(x) se da el punto M con la abscisa x = с (fig. 54) y el punto My 
con la аса x = c+ Ax; entonces, sus ordenadas serán, respectiva” 
mente: 


PM =f) у PM, = fiet А) 


Como la función es continua, cuando Ar —> 0 también Ду > 0, y e 
Punto М, se aproxima indefinidamente а Af. Pero en este caso, como se ve 


c+Ar=x>.0 


(а) tiende a la ordenada РМ = f(e) 

Si se toma el punto M, 
con la abscisa ж 3 
también en este caso si Ах +0, 
Ay=0, y el punto M, se 
aproxima indefinidamenteal М. 
Pero entonces es evidente que 


ta). 


y la ordenada РУМ, 


Аке see 


у Ја ordenada P,M, =/(x) 
tiende а la ordenada РМ = 
= fid. 

Vemos que si la función 
dada у = Йя) es continua 
cuando x = с, la igualdad (3) 
se verifica cuando + tiende a с tanto si es por la derecha como por la 
izquierda. Evidentemente, es justa también la afirmación inversa: si la 
igualdad (3) se verifica cuando x tiende а с, tanto si es por la derecha 
como por la izquierda, la función y = f(4) es continua cuando x = с. 

Si no se verifica esta condición, la función tiene una discontinuidad 
Por ejemplo, en la fig. 80 se tiene discontinuidad de la función para а = 0; 
“aquí su límite por la derecha es igual a + 1 cuando el argumento tiende 
а cero, y por la izquierda tiene otro valor, igual a — 1. 

Observemos que la igualdad (3) confirma la justeza de lo dicho en el 

$ 47 acerca de que para determinar el límite de una función basta соп 
sustituir el argumento por su valor límite. 


Ejercicios 
Investigar la continuidad de las siguientes funciones: 
L y=2r. 2у= 212—3. 3. y=r—2 4, yer. 5. усх, 


6. y = cos я. 
Indicar los puntos de descontinuidad de las funciones: 
1 


z = 
s. y yx 
7 +1 z 


у= 


1 


$ 58. Propiedad de la función continua. La función continua 
Puede cambiar de signo sólo al pasar por cero. Esta propiedad 
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$ 59. Tipos de funciones 


de la función continua es fácil de explicar por vía geomé- 
trica. En efecto, sea (fig. 85) 


Дх) > 0 cuando x= a (punto А), 
Хо) < 0 cuando х = (punto В). 


Si varía continuamente el valor de la abscisa desde а 
hasta Б, el gráfico de la función, en virtud de su continuidad, 


debe cortar el eje Ox. Y en el punto de intersección de la 
curva con el eje de abscisas el valor de la función es igual 
a cero. 

Si la función continua cambia de signo varias veces 
seguidas, su gráfico cortará el eje Ox otras tantas (fig. 86). 
Es evidente que esta función conserva el mismo signo en 
el intervalo entre los puntos vecinos de intersección del grá- 
fico y el eje Ox (entre A y B los valores de la función son 
negativos, entre B y C, positivos), así como para todos los 
puntos situados a la izquierda de А (la función es positiva) 
y a la derecha de B (negativa). 


$ 59. Tipos de funciones. La función se Пата explicita si la 
ecuación por la que viene dada está despejada con relación a 
esta función, e implicita, en caso contrario. 

Por ejemplo, y = 24? — x +3 es una función explícita; 
en cambio, еп la ecuación x +y = 12, la función y está 
dada implícitamente, Sin embargo, la función dada por esta 
ecuación se puede representar de forma explícita; en efecto, 
despejando la ecuación con relación a y, obtendremos y = 
= 12 — x. Pero, en casos más complejos, frecuentemente es 
imposible llevar a cabo esta transformación, 

Las funciones se dividen en dos clases: funciones alge- 
braicas y funciones trascendentes. 
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Capítulo VI. La función y sus propiedades elementales 


Recibe el nombre de algebraica la función con cuyo argu- 
mento se efectúa un número finito de operaciones algebraicas 
(adición, sustracción, multiplicación, división y elevación а 
una potencia racional). 

Por ejemplo, y =2x*—3/x +1, y = 


ciones algebraicas. 

Se llama trascendente toda función no algebraica. 

Por ejemplo, y = а", у = log, x, у= sen x, у= arc sen x 
son funciones trascendentes. 

Las funciones trascendentes más simples son: 

1. La función exponencial y = а“, donde el argumento 
es el exponente. 

2. La función logaritmica y = log, х. 

3. Las funciones trigonométricas: у = sen x, у = cosx, 
y=tgx, y=ctg х. 

4. Las funciones ciclométricas: у = атс sen x, y= 
= arc cos x, y = are tg x, y = arc сів х. 

Funciones reciprocamente inversas. Sea dada la ecuación 


1 son fun- 
+3 


y=2% (1) 
donde y es función de х, Expresemos de aquí х por y: 
х= |у. 0) 
Sustituyendo en la ecuación (2) х е y рог x, obten- 
y (2) x por y e y por 
у=ї». (3) 


La función y, dada por la ecuación (3) se llama inversa con 
relación a lá función y dada por la ecuación (1); ambas fun- 
ciones (1) y (3) son 7ecáprocamente inversas. 

Por ejemplo, y = зеп x e у= arc sen x (-5<=< 
son funciones recíprocamente inversas, así сото también lo 
son las funciones y = a e y = log, 5. 

Es interesante señalar que los gráficos de funciones ге- 

ќе inversas son simétricos con relación a la bisec- 


{iz del primero у tercer ángulo de coordenadas. Esto se 
deduce de la propia definición de la función inversa. En 
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$ 59. Tipos de funciones 


efecto, en el ejemplo antes expuesto, las funciones (1) y (2) de- 
finen un mismo lugar geométrico de puntos; por lo tanto se 
representan por un mismo gráfico. Además, como la función 
(3) se obtiene de la función (2) mediante el simple cambio 


то. 


de los papeles de х e y, el gráfico de la función (3) se obtiene 
mediante el reflejo simétrico del gráfico de la función dada 
(1), con relación a la bisectriz del primero y tercer ángulo 
de coordenadas (véase la fig. 87). 


Capítulo VII 
Derivada de la función 


$ 60. El movimiento uniforme y su velocidad. Supongamos 
que un cuerpo se desplaza uniforme y rectilíneamente. Esto 
significa que por cada unidad de tiempo recorre una misma 
distancia denominada velocidad de este movimiento. La ley 
del movimiento uniforme se expresa por la fórmula 


=н + @) 


que representa una función de primer grado (función lineal), 
y, Ecométricamente, una recta. 

Y, viceversa, toda función lineal de la forma (1), donde 
vy sy son constantes, expresa la ley del movimiento rectilíneo 
uniforme. Para cerciorarnos de lo dicho, hallemos el espacio 
recorrido por el cuerpo en los instantes /, y tz. Sustituyendo 
en la igualdad (1) £ por sus valores й y fy, obtendremos: 


51 =з +5, 
з = Wa + So 
De aquí 
Sa — 51 = (th + so) — (А + 50) = 00 — h) 
y 
э=а 
hh 


Designando por As el incremento del espacio з, — Sy. y рог 
М, el incremento del tiempo ё, — f, anotaremos: 


@ 


La igualdad (2) muestra que la relación entre el espacio re- 
corrido por el cuerpo y el intervalo de tiempo empleado еп 
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$ SL El movimiento variado y su velocidad 


recorrerlo es una magnitud constante. Por este motivo, 4% 


м 
representa la velocidad del movimiento uniforme, 
Por lo tanto, la función lineal 


з=н +ь 


expresa la ley del movimiento rectilíneo uniforme, 
siendo v la velocidad de dicho movimiento. 


$ 61. El movimiento variado y su velocidad. En la 
naturaleza, además del movimiento uniforme, existe 
el movimiento variado. Su ley no se define por una 
ecuación de primer grado, sino por otra, más com- 
pleja. Por ejemplo, sea dada la función 
s=49f, de 
que expresa la ley de la caída libre de un cuerpo. 
Ésta caída es un movimiento variado, por lo que 
surge el problema de cómo hallar su velocidad еп 
cierto instante de tiempo. Hagamos lo siguiente. 
Supongamos que, al inicio de la caída, el cuerpo 
se hallaba en el punto O (fig. 88). Al transcurrir el 
tiempo £, habrá recorrido un espacio igual a тан 
э = 490, 
y se encontrará en el punto A, y al transcurrir ё + A і, desde 
el comienzo del movimiento, el espacio recorrido será 
з= 49 ( + Му, 
encontrándose en el punto В. El espacio recorrido por el 
cuerpo en el tiempo Af será: 
АВ = sa — sı = 4,9 (t +A? — 49 F = 49а +981 At + 
+49 (A4*— 4,9 = 9,8 At +4,9 (A. 
Dividiendo el espacio recorrido з, — зу, igual a As, entre el 
tiempo At, obtendremos: 
OTE 
a м 


El cociente de la división 22 se llama velocidad media de 
caída del cuerpo en un espacio АВ = As. 


98: 44,944. [5] 
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Sin embargo, la velocidad media no expresa la velocidad 
real en cualquier instante de tiempo. Por ejemplo, cuando se 
dice que el tren marcha a 50 km/h, no significa que se des- 
plaza a esta velocidad en todos los puntos de su recorrido; 

EN айг de la estación, el tren aumenta paulatinamente М 
velocidad, llevándola hasta la magnitud máxima y, luego, 
retarda el movimiento hasta pararse en la siguiente estación. 
De este modo, su velocidad es inferior a 50 km/h en una parte 
del camino y superior, en otra, siendo la media de 50 km/h. 

La velocidad media caracteriza cuanto mejor el movimiento 
tanto menor es el espacio en que está determinada. Por 
esto, supongamos que el intervalo de tiempo Af de caída del 
cuerpo disminuye; entonces, el espacio recorrido AB = As 
disminuirá también, haciéndose igual а 4B,, АВ, AB, ete. 


(fig. 88), y para todo muevo valor de Aż, la relación E 
definirá la velocidad media de caída del cuerpo en un espa- 
cio cada vez más corto. Supongamos que Af-=>0; enton- 
ces 1+4t>t, y el cociente A tenderá a la magnitud 
denominada velocidad en un instante dado de tiempo t, lo que 

corresponde a la velocidad en el punto А. 

Designando la misma por v, anotaremos: 
= 2. a 


Así, pues, la velocidad del movimiento rectilineo de un сиет, 
еп un instante dado de tiempo t es el límite de la velocidad media 
en un intervalo de tiempo 4 hasta t + At, cuando Аі 0. 
Tomando en consideración las igualdades (1) y (2), ha- 
Haremos la velocidad de caída de un cuerpo en el instante £: 
v = lim (98! +4,9 М) = 98 


Por lo tanto, 
v=98 t. 
Ejercicios 
1. Hallar la velocidad de un cuerpo que se desplaza conforme a la ley 
s=%—5. 


2. Hällar la velocidad media de un cuerpo que se desplaza conforme 
ala ley s = 28, para los intervalos de tiempo: 

0 деце2 а 4=% 

2) ед =6 а = 10. 
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3. La ley del movimiento de un cuerpo se expresa por la fórmula: 


sf+L 


Hallar su velocidad media para un intervalo de tiempo de f a fp 
D4=2 =3: 34 =2 4= 201: 
Jazas; Yh = 2, f= 2001. 


Anotar los resultados del cálculo en una tabla y observar la variación de 
la velocidad media. 

4. Hallar la velocidad de desplazamiento de un cuerpo en un instante 
de tiempo £=2, si la ley del movimiento viene dada por la fórmula: 


¿m3 


5. La ley del movimiento de un cuerpo viene dada por la fórmula 
s = 39 Hallar: 
1) la velocidad media en un intervalo de tie 
2) la velocidad en los instantes f = 2 y f4 = 


def =2a4=5; 


$ 62. Velocidad de variación de la función. La velocidad no 
sólo se determina en caso de movimiento, sino también en 
el de variación de una variable cualquiera que tenga sen- 
tido físico (velocidad de evaporación de un líquido, veloci- 
dad de reacción, etc.). 

Supongamos que la variable y, que caracteriza cierto pro- 
ceso de variación, es función lineal de otra variable х, o sea, 

y= kx +b; 


entonces, el cociente 2, lo mismo que en el caso de movi- 


miento uniforme ($ 60), será una constante igual a Ё, es decir, 
Y, o 


La magnitud k, que expresa las unidades de incremento 
de la función por unidad de incremento del argumento, re- 
cibe el nombre de velocidad de variación de la función lineal 
Para lodo x. 

Si la variable y representa una función de otro tipo, 
entonces la razón z define, por analogía con el movi- 
miento variado ($ 61), la velocidad mediade variación de y 
para un intervalo de valores del argumento desde x hasta 
х + Ax. Cuando Ах > 0, tendremos х + Ax => x, y la ve- 
locidad media de variación de la función tiende a la magni- 
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tud llamada velocidad de variación de la función con un x dado. 
Designando con v dicha velocidad, anotaremos: 


=њ 2. 
e o 

Así, pues, la velocidad de variación de la función com un 
ж dado ез el límite de su velocidad media para un intervalo 
del argumento desde x hasta x + Ax, cuando x -> 0. 

Analicemos varios ejemplos. 

EjempLo 1. El peso Р en kilogramos de una barra ho- 
mogénea se expresa por la fórmula Р = 0,5 1, donde 1 es la 
longitud en metros. Determinar la velocidad de variación del 
peso de la barra al variar su longitud. 

SoLucióN. Сото P es una función de primer grado соп 
relación a la longitud /, en este caso tiene lugar una variación 
uniforme. Por lo tanto, la velocidad de variación del peso P 
para cualquier valor de la longitud / vendrá dada por la 
fórmula (1), siendo 


ar 
q 
Esto significa que, cuando la barra se alarga 1 m, su peso 


aumenta 0,5 kgf. 

Е}ЕМРГО 2. Al calentar un cuerpo, su temperatura Т va- 
ría en función del tiempo de calentamiento £ conforme a la 
ley T = 04 f. 

¿A qué velocidad se calienta el cuerpo en el instante 

=10s 

SoLución. La función dada es de segundo grado y ex- 
presa la ley del movimiento variado. Por este motivo, para 
resolver el problema aplicaremos la fórmula (2); además, pa- 
та hallar el limite operaremos del mismo modo que lo hici- 
mos al determinar la velocidad de un cuerpo en caída ($ 61) 

En el instante # = 10, la temperatura del cuerpo 7, = 
= 04۰ 10% = 40. 

Еп el instante #= 10 + Af, la temperatura del cuerpo 
Ta = 0410 + А. 

Restando de T, el valor de Тү, obtendremos el incremento 
de la temperatura AT en el tiempo Af: 


AT=T,—T,=04(10 + Af)? — 40 = 
= 40 +84! +04402 — 40 = 
= 8At + 0,4(4), 
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de aquí 
ат _ 
8+04 At. 


El cociente 57 ез la velocidad media de calentamiento del 


cuerpo en el intervalo de tiempo desde 4, = 10 hasta 
t= 10 + At. 
* Para determinar la velocidad de calentamiento del cuer- 
ро en el instante ¢ = 10 s, hallaremos el límite de la velocidad 
media de calentamiento cuando At > 0. Obtendremos: 

lim АТ — lim (8044) =8. 

мы А мы 

Así, pues, en el instante ¢ = 10 s el cuerpo se calienta 8° 

por unidad de tiempo. Esto quiere decir que si, a partir del 
instante £=10 s, el cuerpo зе calentase uniformemente, su 
temperatura aumentaría 8° en cada unidad de tiempo. 


Ejercicios 
1. Hallar la velocidad de variación de la función y = 2x — 1 para 
un x cualquiera, 
2. El volumen v de un gas a la temperatura f зе define por la fórmula 
v = 1+ 0,0075 £. 
Determinar la velocidad de variación del volumen del gas para una 
temperatura cualquiera. 
3. Hallar la velocidad de variación de la función у = 4 cuando 
1,23 х= 3. 
4. La intensidad de la corriente en amperios varía en función del 
conforme а la ley i = 0,2 %, donde £ son segundos. Hallar la 
lad de variación de la intensidad al fina! del cuarto segundo. 


$ 63. La derivada de la función. 
DEFINICIÓN. Se llama derivada dela función y = f(x) res- 
pecto al argumento x el límite lim % de la relación entre el 


ата Ar 
incremento de la función Ay y el incremento del argumento Ax 
cuando Ax—0. 
Para la derivada de la función y = f(x) se han adoptado 
los símbolos: 
y Cy tilde”), 


РО) СУ tilde de x”), 


2. (“dy respecto a dx”), 
Ж. (“y tilde respecto а x”). 


ух 
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Para simplificar, la derivada de una funcion dada ana- 
Иіісатепќе se anota entre paréntesis con tilde a la derecha. 
Por ejemplo, la derivada de la función у = 222 — 3x + 1 
puede escribirse asi: 

(2х4 — 3x +1)". 

Dela definición de la derivada se deduce la regla siguiente: 

Para determinar la derivada de la función y = f(x) res- 
pecto al argumento x, es necesario hallar : 

1) el valor incrementado de la función, es decir, y + Ay; 

2) el incremento de la función, o sea, А. 

3) la razón del incremento de la función al incremento del 


argumento, о sea, z, 


4) el límite de esta razón cuando Ax > 0, es decir, im 87. 
paa 


El proceso de cálculo de la derivada se denomina diferen- 
ciación de la función. La parte del análisis matemático que 
se ocupa de las cuestiones relacionadas con la derivada se 
lama cálculo diferencial. 

Ejemero 1. Hallar la derivada de la función y 

SOLUCIÓN. 1% paso: 


y+ Ay = (x + Ax)? + ) + Ar). 


А-х. 


2% разо: 
Ay = (у + Ау) — у = (x + Ax)? + (x + Ax) — (2? + x)= 
24 2хАх + (Ax)? + x + Ах — 8 — 

хАх + (Ax)? + Ax. 


3% paso: 

Ay _ ھ2‎ iAH Ax _ 

Ағ а 2х + Ах +1. 
4° paso: 


Ay Ss 
lim û = lim (2x + Ax +1) = 2r +1. 


EjEmpLO 2. Diferenciar la función y 
SOLUCIÓN. 1% paso: 
y+4y= 


2 
+ Ал 
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24 paso: 
رھ‎ = (y +4y) -y= 
ے 22-24 ے‎ _ J 
x= + As) 
3% paso: 
E __Ме” асаа E 
Ar mA) xx + Аз} 
4° paso 
y ا‎ Y ]وا‎ [= 
a amol zit An, ч 


La derivada de la función у = f(x) es también función 
del argumento х. 

EJEMPLO 3. Hallar el valor de la derivada de la función 
Хо) = x + x cuando х 3. 

SoLución. Sustituyendo en la derivada ya calculada de 
esta función (véase el ejemplo 1) х = 3, obtendremos: 


78) =2-3 +1=7. 


Sobre la base de la definición dada рага la derivada, 
se pueden formular las definiciones de la velocidad de movi- 
miento ($61) y de la velocidad de variación de la función 
($62) del modo siguiente. 

La velocidad del movimiento rectilíneo de un cuerpo en 
un instante dado es igual a la derivada del espacio respecto 
al tiempo, calculada фата ese instante. 

La velocidad de variación de la función para un valor dado 
del argumento es igual a la derivada de la función en este valor 
del argumento. 


Ejercicios 
Hallar las derivadas de las siguientes funciones: 


l, y=4r—5. 2 у= %#+1. 3. у= 4—24. 4 Д) = 
= Акл ДЮ = 255 6080 = 2 
4 


60-1. 
9, Dada la función f(x) = x" — Sx. Hallar: 
DFO 2970,9. ISO, AF. 
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$ 64. Relación entre la diferenciabilidad de la función y su 
continuidad. 

Teorema. Si la función y= f(x) tiene derivada para 
algún valor de x, entonces para este valor de x la función dada 
es continua. 

DemosrRacióN. Supongamos que en cierto valor de х la 
función y = f(x) es diferenciable, o sea, tiene derivada ($63) 


entonces, conforme a la definición del límite, podemos anotar: 
Ay 
А) 7 

donde «>0 cuando Ax > 0. De aquí 


Ay=y'Ax +aAx 


lim Ay = lim (У А) + lim («Ax) =0 
ans a 


Ке 

[lîm (Ax) = 0 como límite del producto de una constante 

“ao 

por una infinitesimal, y lim (2Ax) = 0 como límite del pro- 
pes] 


ducto de dos infinitesimales]. Pero la función para la que, 
para el valor dado del argumento, se verifica la igualdad 


lím Ay=0 
pe] 


es precisamente la que hemos llamado continua para ese 
valor del argumento (véase el $57). El teorema está demos- 
trado. 

La afirmación inversa no siempre es justa, por cuanto 
existen funciones continuas en todos sus puntos pero que 
no tienen derivada en ciertos valores de х. 


$ 65. La tangente. Hemos definido la tangente a la circun- 
ferencia como la línea que tiene соп ella un punto común. 
Esta definición no puede aplicarse a toda línea curva. Por 
ejemplo, la recta MN es tangente a la curva en el punto 
А (fig. 80), pero no tiene con esta curva un solo punto común, 
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sino dos. Por otra parte, la recta LR tiene con la curva un 
punto común C, sin embargo, no es tangente a ésta (fig. 89). 

Para definir la tangente a la curva dada en el punto M 
(fig. 90), tomemos en ella un punto más M, у tracemos 
la secante MM). Si desplazamos el punto M, por la curva 


de forma que se aproxime а M, tendiendo a fundirse con él, 
la secante MM, girará alrededor del punto M tendiendo a 
ocupar la posición de la recta MN llamada tangente. 

DEFINICIÓN. Se llama tangente a una curva dada, en un 
Фито dado М de ésta, la posición límite de la secante MM, 
cuando el punto My, al desplazarse фот la сита, se aproxima 
indefinidamente al punto M. 

En las matemáticas y las disciplinas técnicas, se trata 
frecuentemente la recta que pasa por el punto de tangencia M 
perpendicularmente a la tangente. Esta recta se llama nor- 
mal a la curva en el punto M. 


$66. Concepto geométrico de la derivada, Sea dada la función 
continua у = f(x), cuyo gráfico está representado en la fig. 91, 
Tomemos en el el punto M(x; y); entonces 


OP = xy PM = 
Demos a x el incremento 
PP,= Ах; 
en este caso, al valor incrementado de la abscisa 
OP, = к +4Ax 
e corresponderá el valor incrementado de la ordenada 
PM, = [к +43) 
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cel punto M, de la curva, Tracemos desde el punto M la 
recta MQ paralela al eje Ox, y la secante que pasa por lo: 


Y 


mcn 


puntos M y Му. En el triángulo rectángulo M,MQ obtenido 
MO = Ах 
OM, = Р,М,— РМ = Да + Аз) — Ја) = 


Designemos соп 8 el ángulo que la secante M,R forma 
con el sentido positivo del eje Ox; entonces, 


X M,MỌ = Ж MRP = 8. 
Del triángulo M,MQ tenemos: 
QM, = MQ tg 4 MMQ 


Ay = Ax tgp, 
de donde 
È igp. 0) 
га y 


La igualdad (1) evidencia que la razón del incremento de 

1а función al incremento del argumento es igual a la tangente 

За бет que la secante M,R forma con el sentido positivo 
e Ox. 

f A >0, entonces Ду >0, por cuanto la función dada 

es continua ($57). A consecuencia de esto, el punto M, se 

aproximará indefinidamente a M, y la secante M,R 
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alrededor del punto M tendiendo a ocupar la posición de la 
tangente NL ($65). 

Hallemos el límite de ambos miembros de la igualdad (1) 
cuando Ах 0; obtendremos: 


lim 27 — lim tg 8. B 


Como al girar la secante varía el ángulo que forma con el 
eje Ox, 8 se convierte en variable y en el límite tiende a la 
magnitud del ángulo formado por la tangente NL у la direc- 
ción positiva del eje Ox; por este motivo, designando < NLP 
con la letra æ, podemos anotar: 


lím tg 8 = tga. 
ar 
Ahora, la igualdad (2) puede transcribirse así: 
Ay 
lim 2 = tga. 
мнне o 


El miembro izquierdo de la igualdad (3) es la derivada de 
la función dada ($63), y el derecho, el coeficiente angular 
k de la tangente NL ($11): 

4) 


Designando con a la abscisa del punto M, la igualdad 
(4) puedo formularse así. 
derivada de la función y = f(x) cuando x = a es igual 
al coeficiente angular de la tangente trazada al gráfico de la 
Función en su punto con la abscisa x= 
PROBLEMA. Escribir la ecuación de la tangente trazada 
a la curva y = x? + x en el punto M con la abscisa igual a 2. 
Sorucrón. Hallemos la ordenada del punto M de la 
curva 


y=24+2=6. 


La tangente buscada se halla en el haz de rectas que 
pasan por el punto M(2; 6) y definidas por la ecuación 


y—6=k(=—2). 


Queda por determinar el coeficiente angular de la tangente, 
para lo que es necesario hallar la derivada de la función 
dada. Esta derivada ya fue determinada por nosotros; es 
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igual a 2x +1 (véase el $63, ejemplo 1) y define el coeficiente 
angular de la tangente trazada en un punto cualquiera de 
la curva dada, Para obtener el coeficiente angular de la 
tangente trazada en el punto dado M(2; 6), en la expresión 
у =2х+1 
es necesario sustituir x por su valor igual а 2. Obtendremos: 
k=2.2+1=5. 
La ecuación buscada de la tangente se anotará de la 
siguiente forma: 
y—6=5(x—2) 


y=5:-4 


Ejercicios 
1, Hallar el coeficiente angular de la tangente trazada a la curva 
y = З enel punto dela misma cuya abscisa esiguala: 1) x = 1, 2) x = 0. 
2. Determinar el ángulo que la tangente a la curva у= 24? en el 
punto con la abscisa igual a -y forma con el sentido positivo del eje Ox. 
3. ¿Qué ángulo forma con el sentido positivo del eje Ox la tangente 
tarada a la curva y= 137 en el punto con la abscisa igual a — È ? 


4. Escribir la ecuación de la tangente trazada a la curva y = 3° — 2 
en el punto con la abscisa igual a 2. 

5. Escribir las ecuaciones de la tangente y la normal trazadas a la 
curva у = 3 + x en el punto con la abscisa х= — 1. 


Capítulo ҮШ 
Fórmulas de diferenciación 


En el $63 ha sido ofrecida la regla básica de determinación 
de la derivada. Sin embargo, su ntilización ocupa mucho 
tiempo, representando grandes dificultades en numerosos 
casos. Por este motivo, es conveniente disponer de reglas 
que permitan hallar las derivadas de un modo más sencillo 
y con el gasto mínimo de tiempo. Estas reglas existen, en 
efecto; además, se deducen de la regla básica de diferencia- 
ción. 


$67. Derivada de una constante. Sea C una magnitud cons- 
tante; entonces, la igualdad 
y= 

puede considerarse como expresión de una función que no 
varía de valor al variar el argumento. Esto se evidencia 
representando dicha igualdad ` y, 
en forma de gráfico, es decir, 
en forma de la recta AB рага- 
lela al eje Ox (fig. 92). En 90 
efecto, al variar la abscisa de 
los puntos de esta recta, sus 
ordenadas permanecen cons- 
tantes. 

Para calcular la derivada de mu 
la función у = С, empleemos 
la regla básica de diferenciación: 

l“ paso: y + Ду = С. 


2% paso: Ду = (у +49) -у=С-С=0. 
3* paso: 27.200, 

Ax Ax 

ў Ay 


+ paso: y'= lim Z = lm 0 = 0. 
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De este modo, 
(cy =0, @) 
o sea, la derivada de una constante es igual а cero. 


$ 68. Derivada de la función у = х. Utilizando la regla 
básica de diferenciación, obtendremos: 


19 paso: y + Ay = x + Ах. 
2% paso: Ду = (у + 4y) — ر‎ = х + Ax — 


3" paso: 


y =1 (п) 
es decir, la derivada de la función y = x es igual a la unidad 
о la derivada de la variable independiente es igual а la unidad. 
$ 69, Derivada de una suma algebraica de varias funciones. 
Tomemos la función 

у=. +7 — 0, 


donde и, v y w son funciones de х que tienen derivadas 
respecto a x. Si al argumento х se le da el incremento Ах, 
las funciones #4, y y w recibirán los incrementos Ди, Av 
y А ш, respectivamente, y, por lo tanto, y recibirá también 
el incremento Ay. 
Por Ja regla básica, hallamos: 
1% paso: y+ Ду = (и+ Au) + (o + Av) — (w + Aw). 
2% paso: Ay = (y+ Ду) — у = (u+ Au)+ (v+ Ао) — 
— (+ Аш) — (u+ v — w) = u+ Autot 
+ A0—w— Aw—u—v+w= Аи Av Аш. 


$ 70. Derivada del producto de dos funciones 


: y = Иш 2 — lim (2 р 29 کے‎ 
Lo AA =) 


= lím 2 + lim & — иш 29. 
Ar-04x дз-0 4х Asso Ая 


Los sumandos del miembro derecho de la última igualdad 
son las derivadas de las funciones м, v y w. Obtenemos: 
y =w + —w,0 


(e +2 ш +27 


А ш 


о sea, la derivada de una suma algebraica de un múmero finito 
de funciones es igual a la suma algebraica de las derivadas de 
cada una de las funciones sumandos. 


$70. Derivada del producto de dos funciones. Sea dada la 
función 


у=; 


donde u y v son funciones de x que tienen derivadas respecto 
a æ. Demos al argumento x el incremento Ах; entonces, 
de acuerdo con la regla, tenemos: 


1% paso: y+ Ay = (u+ Au) (0+ Ao). 
2% paso: Ду = (y БАДу) — у = (и +Au) (v + Av) — uv = 


= uv +uAv + vAn + Audv — uv = 


= «Av + vån + Аид. 
Ye paso: بعلت ر لے ل‎ Budo, dr одн gyde, 
> pa TT Ах ее 


meam (о) 
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Pero u y v no dependen de Ax, por lo tanto, pueden consi- 
derarse constantes *) cuando Ах + 0; de acuerdo con el 
corolario 1 del teorema IV del $45, podemos anotar: 


lim (u E) = Ша у, 
pol a А5 


lím pi =v lim &. 
aral a) 9 АА: 


Mas el incremento Аш de la función cambia al variar 
Ах; por lo tanto, conforme al teorema 1V del $ 45, tenemos: 


жр 


Ке 
Así, pues, 
Av lim A" Av 
*=u lim — + lim Au =. 
IA 
Pero 
lim 2° — 
aro ds 


Luego, como la función м es diferenciable, es continua ($64); 
por consiguiente, 
lim Au=0. 


а-а 


т Ж 
ттс. зз 


РМ =ч. Si Ал->0, РМ = м no varía, 
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Por lo tanto, 
y 
Así, pues, 


(m) = ww" +o, (v) 
es decir, la derivada de un producto de dos funciones es la 
suma de los productos de la primera función for la derivada 
de la segunda y de la segunda función for la derivada de la 
primera. 
$ 71. Derivada del producto de una constante por una fun- 
ción. Tomemos la función 

у= Cu, 
donde 
С = const, u= f(x), 
además, la función u tiene derivada respecto a x. 
Aplicando la regla (IV), obtendremos: 

(Cuy = Си +10" = Си +u- 0 = Си, 

(Си) = Си", (У) 
о sea, la derivada del producto de una constante por una fun- 


ción es igual al producto de la constante por la derivada de la 
Función. 


$ 72. Derivada del cociente. Tomemos la función 


ER 


کو 


donde u y v son funciones de x que tienen derivadas res- 
pecto а x; además v 0 para el valor de х para que se 
determina la derivada. Apliquemos la regla básica de dife- 
renciación. 


2 


1“ paso: у + رھ‎ = "= 


“tâu и 


2° paso: Ду А > 


ме +з ло айз эва bo 
O e+) CETT) 
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To + da) 


4° paso: aplicando los teoremas V, III, II y el corolario 
1 del teorema IV del $45, hallamos: 


o 


lim te + ra 
Aro 


Au 
v lim u lim 2. 
aradr "armo As ے‎ e 


Бае Шад] ар и 


Aquí, lo mismo que en la deducción de las fórmulas (ТУ), 
hay que considerar и y v no dependientes de Ax, y el 


lim Av =0. 
a 
Asf, pues, 

El w 
o sea, la derivada del cociente es igual a un quebrado cuyo 
denominador es el cuadrado del divisor, y el numerador la 


diferencia entre el producto del divisor de la derivada del 
dividendo y el producto del dividendo por la derivada del divisor. 


$73. Concepto de función compuesta. Sean dadas dos fun- 
ciones trigonométricas 


у=епх 0 
e 
у = зеп (at — э). @ 
En la función (1) el argumento ев #, y en la función (2, 
la expresión ж dependiente de x, es decir, función 
de x. La función, cuyo argumento es otra función recibe 
el nombre de función compuesta. 
Designemos 


“=x, 
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$ 74. Derivada de la potencia com exponente entero positivo 


entonces, la función (2) puede anotarse así: 
y = sen и, donde u= а) = 2 — x. 
Tomemos varias funciones más: 
1) y = (4x – 1}, 4y 
2 у= FF, 5) y = are tg лт. 
3) у= № (2x +3), 


El argumento de todas estas funciones depende de x y, por 
lo tanto, son funciones compuestas. Designando con 4 cada 
uno de dichos argumentos, representemos estas funciones 
de la forma siguiente: 


a 


donde 
donde 
donde 
4y=a, donde 
5) y =arctgu, donde u= Ја) = x. 
74. "Derivada de la potencia con e: te entero positivo. 
a a шш ES у= 


у=, 0 


donde w = f(x) y m es un número entero positivo. Como. 
se ve, la función (1) es una función compuesta. Se requiere 
hallar su derivada. 
Supongamos que la función 4 tiene derivada respecto 
a 2% Examinemos primero la función 
y=, 
Representándola en forma de producto y aplicando la regla 
(ТУ), obtendremos: 
э: = (и® = (и ш), = uu, + uu = 20%; 
(uy, = Dutt. @ 
Como se ve, el miembro derecho de la igualdad (2) está 
compuesto conforme a la siguiente ley: su primer factor ез 


®) A continuación, al calcular la derivada de la función y = f(u), 
supondremos que la función ш es diferenciable. 
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el exponente de la potencia dada; el segundo, la base 4 ele- 
vada ala potencia disminuida en uno, y el tercero, la deri- 
vada u. 
Para cerciorarnos de que la derivada de la función и" 
se define por esta misma ley, utilicemos el método de induc- 
ción matemática. 
Supongamos que se verifica la igualdad 
(ш), = mira 6) 
Demostremos que la derivada de la función и”*1 se rige 
también por esa misma ley. Рага ello, representemos u" 
en forma de producto 4w, y después hallemos su derivada 


рог la regla (IV). Tomando en consideración la igualdad (3), 
obtendremos: 


(ну, = (ити): = ити. + ufun), = uu, ити" 


= u, тшщ = и^иЩ1 +m) = (т +1) tk. 


Por consiguiente, si (u") 4. también 


(чу; = (т +1) a 


Hemos visto que la ley indicada se verifica para (3é; 
por lo tanto, conforme a lo demostrado, esta ley se verifi 
Сага también para (1); y si se verifica para (u%),, se verifi- 
cará también para (1%), etc. 

Así, pues, para todo exponente entero positivo m tenemos: 


(07): = muta (УП) 


Рог lo tanto, la derivada de la función potencial у = и", 

donde u = f(x) y т es un número entero positivo, es igual 

al producto de tres factores el primero de los cuales es el expo- 

mente de la potencia dada; el segundo, la base elevada a esa 

ia disminuida en uno, y el tercero, la derivada de la 
respecto a х. 

Si u= л, entonces u = # =1 y la fórmula (VII) 
tomará la forma 


"= men. / wm 
Nota. A partir del párrafo siguiente, utilizaremos la fórmula (VII) 


para cualesquiera exponentes (fraccionarios y enteros), aunque esto será 
demostrado más adelante, еп el $ 80. 
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1 
$ 75. Derivada de la función y == 


$ 75. Derivada de la función y =u. Hallemos la derivada 
de la función 
у=, donde и = Да). 


Representando la función dada en forma de potencia con 
exponente fraccionario y aplicando luego la regla (VII), 
tenemos: 


Así, pues, 


“1 уш) 


yx" 


о sea, la derivada de la función у = Їн, donde u= fix), 

es igual a la derivada del radicando respecto a x dividida 
entre la función duplicada. 

Cuando w = х, la fórmula (УШ) toma la forma siguiente: 

A ли 

Yzy = WF (VII) 

$ 76. Derivada de la función y = 2. Sea dada la función 


donde u = f(a). 


Sustituyendo 1 por w“? y diferenciando la función obtenida, 
por la regla (VII), tendremos: 
х6] = 0 =-L, 
ра 
1-5 0 
o sea, la derivada de la función у = 1, donde и = f(x), es igual 


al cociente de dividir la derivada respecto а x del denominador 
entre el cuadrado del denominador, tomado con el signo menos. 
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„ la fórmula (IX) toma la forma 
ү 1 
E) --2 их» 


Cuando и 


$ 77. Aplicación de las fórmulas de diferenciación. Exami- 
nemos varios ejemplos de aplicación de las reglas deducidas. 
EjexpLO 1. Diferenciar la función 


у= 222—412 +52 —3. 
SoLución. Por la regla (Ш), tenemos: 
y = (20) — (ву + 577 — BY. 


Aplicando a los tres primeros sumandos la regla (V), y al 
último, la (1), obtendremos: 


у= UEY — 0) +5 
De acuerdo con las reglas (VII*) y (Ш), tenemos: 
y = 2.304.258 +5-1 = 6a? — Bx +5. 


—0. 


EjexeLo 2. Diferenciar la función 
у= (xè +1) (2x +3). 
SoLución. Por la regla (LV), tenemos: 
Y = бё +1) (2r +3) + (2х +3) (è +1). 
Por la regla (Ш): 
Y = ( +002) + 3] + (2x +3) 1047 + (07. 
Por las reglas (V), (Ш), (I) y (УП): 
y = бё +1) @ +0) +(2x +3) (2x +0) = 
= 242 +2 +4 +61 = ba? -+-6х +2. 
Este ejemplo puede resolverse de otra forma: primero, 


multiplicar las expresiones entre paréntesis y, luego, dife- 
renciar la suma obtenida: 


у= (а +1) (2x +3)=20 +30 +25 +3, 
y = (228 430 +-2х +3) = ба +6x +2. 
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SoLución. Representemos la función dada en la siguiente 
forma: 


—3{х+4.х 3 


Aplicando las reglas (III) y (V), obtendremos: 


y =2(7) - 0 +47 зу. 


Por las reglas (IX*), (ҰШ) y (VII), tenemos: 


Е)ЕМРгО 5. Diferenciar la función 


m4r—3 
== EII, 
? 25 
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SoLución. Conforme a la regla (VI), tenemos: 
y AID, 
ay 
Diferenciando la suma según la regla (Ш), obtendremos: 
y _ 2) + 6 — (O (DY, 
а= 


Por último, según las reglas (VII), (Ш), (1) y(V), halla- 

remos: 

ہے 6+ 28 ۴ + ی ے 2 د م + کیا( + عقا ے y‏ 
4а Е 4а‏ 2 


y 


y 


2+6 +3 
ал = 

Esta función puede diferenciarse de otro modo, dividiendo, 

término a término, el numerador del miembro derecho de 


la ecuación dada entre el denominador del mismo. Obten- 
dremos: 


Еуємтто 6. Diferenciar la función 
= (8—4 +1. 


pis La tc, аы d porada a 
expresión 2% — 4х + podte ж. tanto, 
la función a diferenciar debe considerarse como una función 
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$ T7. Aplicación de las fórmulas de diferenciación 


compuesta. Aplicando la regla (VII) con # = 22 — 4х +1 
y m = 3, obtenemos: 


Ya = (08 4 + 10 = Заа — 4х Б) (а 42 +1) = 
= 3а — 4x +1) (3—4). 
EjemeLo 7. Diferenciar la función 
у= |29 34 
SoLucióx. El radicando es función de х; рог lo tanto, 
y es una función compuesta. De acuerdo con la regla (УШ) 
y suponiendo и =2x*— 3х +4, tenemos: 


y = (0222—35 +4): = 


Si se da una raíz con otro exponente, es necesario 
transformarla previamente en potencia con exponente frac- 
cionario y, después, aplicar la regla (VII). Por ejemplo, 


А 2 
(FFT: = [( + 1F) = (4 H = 


== 22 


EES 
(aquí «= 


а +1). 


Ejercicios 
Hallar las derivadas de las funciones: 
Ly=d Lima Ly am y 


6s=-30 Tfh = Ža B fa) = ,دی‎ y تو2‎ 
1 "+1 


P. 1 3 
— юз 2а афи MP 
тете ج + ق‎ 


e‏ و اس ےو 

mapo ало = E By = x(x + 0) 
6.20002). 18. f(a) = 20085 + 9. Hallar f(2. 16. s= 
ME + D+. 17 f) = B + (A 8 2/7 


195 


Capitulo VIIL. Fórmulas de diferenciación 
B. y= Үй 20.37 21 o =at Ya. a 2.) = 
“ныш f8). 


ауа a 


= y NTE 3%з= 
ТҮРҮ 39254 
5 U ° جو«‎ 2—1 
2 1 
37. f = روو .درد‎ 
“+ +1 
1 үзү; 
a Ж, rp З 
40. Ка) = at , y. 


42. ¿En qué valores de x la derivada de la función 
у= 9-29-45 


es igual a 1) 0; 2) 32 
43. Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal а la curva 


y= 12% 
en el punto con la abscisa жааз 


44, Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva 
ay = žen рио A D. 

45. Se ha trazado una tangente a la curva y = J r + 5, para- 
lela al eje Ох. Hallar las coordenadas del punto de tangencia. 

46. ¿En qué punto de la curva y = 221—2 + 1 hay que trazar 
la tangente paralela a la recta y= 3z + 5? 

47. Un punto, al desplazarse por la curva у= зї — 8r + 19, se 
рыб де clla еп el instante en que se encontró en a secta x = б. Hallar 
la ecuación de la ulterior trayectoria del pun 

Ж Escribi ls ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva 


1+ 


en su punto 4(0: 0). 
49. Demostrar que las curvas 


y 5‏ 223ر 
tenên nna tangente союзда en 8 punto 4(2; 9). Hallar Ja ecuación de esta‏ 
tangente.‏ 
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50. En la ecuación de la parábola y =x* + bı4 с, determinar b 
y € si la recta y = x es tangente a-la parábola еп el’ punto con la abscisa 
ж=2. 

S1. La cantidad de electricidad que pasa por un conductor en ¢ 
segundos se define por la fórmula Q = 2 + 3¢ + 1 (colombios). Hallar 
la intensidad de la corriente al final del quinto segundo, 


32. Un punto se desplaza en Maca recta conforme a la ley S = VE 
Hallar su velocidad en el instante í = 2,25. 
53. El movimiento de un punto tê definido por la ecuación 5 = A — 


— 4 + 20. ¿En qué instante de tiempo su velocidad será mula? 
94. El movimiento de un punto viene dado por la ecuación 


Тааз + ме. 
+ 


1) ¿En qué instantes de tiempo se hallará en el punto inicial? 

2) ¿En qué instantes de tiempo su velocidad será mula? 

55. Una bala sale disparada de una pistola hacia arriba а la velocidad 
de 300 m/s. Hallar la velocidad de la bala en el instante £ = 10 з y deter- 
minar cuánto tiempo ве elevará la bala. No se tiene en cuenta la velocidad 
de айе. 

Nota. La altura S (en metros) que alcanza en £ segundos un cuerpo 
lanzado verticalmente hacia arriba а la velocidad de ту m/s se define рог 
la fórmula S = nf — 4,98, 

56. Desde el tejado de una casa de 30 m de altura, se ha lanzado ver- 
ticalmente hacia arriba una pelota a la velocidad de 20 m/s. Hallar: 

1) la velocidad de elevación al final del segundo segundo, 

2) el instante de comienzo de la caída y 

3) la altura máxima de elevación respecto a la superficie de la tierra. 

57. Un cuerpo cuya masa m = 3 kg se mueve en línea recta conformo 
ala ley S = 1+ 1 + f, donde S se expresa en centimetros y f, en segundos. 


E 
ныш aca ni [E] prats 3 ogni depa co 


del movimiento. 

58. El ángulo de giro de una polea en función del tiempo se calcula 
por la igualdad ọ =f + 0—5. Hallar: 

1) la velocidad angular media en el intervalo de tiempo desde £ = 3 
hasta £= 5 y 2) la velocidad angular en el instante de tiempo f= 5. 

59. Un cuerpo gira alrededor de un eje; la ley de variación del ángulo 
y en función del tiempo £ viene dada por la igualdad q = 0,1 £. Hallar 
la velocidad angular de rotación del cuerpo en el instante í = 3. 

60, El ángulo p que barre una rueda al cabo de £ segundos se deter- 
mina por la igualdad 


pma 


donde a, b y c son constantes. Hallar: 
1) la velocidad angular de rotación de la rueda y 
2) el instante de su parada. 
61. Una rueda gira de modo que el ángulo de giro es proporcional 
al cuadrado del tiempo. La rueda іо Ја primera vuelta en 8 segundos. 
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Hallar la velocidad angular de la rueda pasados 32 segundos desde el 
inicio del movimiento (de la rotación). 

Hallar las derivadas de las funciones: 
у= +N. 63. S= (0—25. 64 y (MI 65, Да) = 
A 66. S = (MIRE 67. f) = A 4 4°. 


68. SVIFT. 6.y =. 70. y= VE. Ty FFI. 


my TFET By FSF ay Baa. 


35. v = ЕЗҮ. r= Y BL my раза. 

в. у= (Gr (r + DY. 9. 5а 3. 80.y=x/T 

ауе ИТІ. ау (e + PY эз. у= PFT. 
er 2 

mon EM. yupi “وت ]دوه‎ 


у = зеп и, donde и = f(x). 
Si el argumento x recibe el incremento Ax, entonces # e y 
recibirán los incrementos Ам y Ay, respectivamente. 
Operemos conforme a la regla general de diferenciación. 
1% paso: y + Ay = sen (и + Au). 
2% paso: Ay = (y+ Ay) — y = зеп (u + Au) — sen м. (1) 
De acuerdo con la fórmula de la diferencia de los senos de 
dos ángulos, la igualdad (1) se convierte en la siguiente: 


ay 2 cosu + | sen 2t. 
(9) 


= Ar 


тая 


$ 78, Derivadas de las funciones trigonométricas 


Multipliquemos рог = el numerador y el denominador del 
quebrado obtenido en el miembro derecho de la igualdad: 


2 2 


Como la función 4 es diferenciable respecto а x, entonces 
Au>0 cuando Ах = 0. 
Tomado esto en consideración, pasemos al siguiente paso 


aplicando el teorema del límite del producto de variables ($45). 
4° paso: 


lin 22 = lim cos (e + lim 
Dahe аа 


Pero 


Au 


lim, cos(u + 


por lo tanto, 
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Así, pues, 
(sen ө}; = cos ищ. (х 
Cuando м = х, la fórmula (X) se convierte en la siguiente: 
(sen x)' = cos x. (х 
П. Se da la función 
у = сози, donde и = f(x) 


Para hallar su derivada puede emplearse la fórmula general; 
sin embargo, es más sencillo operar como sigue. 
Por la fórmula de reducción, anotaremos 


De aquí SA 
х= өз = [sen (F - (2 


En el miembro derecho de la igualdad (2) tenemos sen E - 3) 


que es una función compuesta. Empleando la fórmula (X) 
para su diferenciación, hallaremos 


90-6-9091 


=“ < (5-и) (0—0) = —sen u и 
De este modo, 
(соз и}; = —sen и-и. (ху 
Si # = х, la fórmula (XI) tomará la forma 
(cos x)' = —sen x. (хг*) 


Ш. Se da la función 
y=tgu, donde u = f(a). 
Representemos tg и en forma de cociente 


$ 78. Derivadas de las funciones trigonométricas 


y apliquemos la fórmula (VI) para su diferenciación. Obten- 
dremos 


yi [оез o)” _ cos u (sen м —sen w (cos u)” | 
3 =j- ET 
Pero 
(sen qu) = cos м - ш, [regla (X)), 
(cos u)' = —sen н. u, [regla (ХІ), 
por lo tanto, 
AAA 
(costu + sent u)ug _ мш 
= cos? ш cos? u 
Así, pues, 
کے‎ 
бє}; = E п) 
Si ш = х, entonces, 
بے ع(‎ = Km 


ЕРИ 
IV. Se da la función 
у= сви, donde и = f(x). 
Lo mismo que en el caso anterior, anotaremos 


ч 
у= сін = 2". 
3 e 


Empleando las reglas (VI), (X) y (ХІ), obtendremos 


Ye 


z ay sen u (cos н} — cos w (sen s)” _ 


_ Sen u (sen u) ug — cos u cos u и 


Capitulo VIII. Fórmulas de diferenciación 
En el caso de u = х, tenemos 
(ctg 3} = ——1—- (хш*) 


эш» 
ЕјемРІО 1. Diferenciar la función 
у = ов ( + 3). 
SoLución. De acuerdo соп la regla (XI), cuando ж = 1 + 
+2, hallaremos 


хере в: 


Рог las reglas (Ш) у (IX*) [Н + 2] = - 
por lo tanto, la derivada buscada 


Еуємрто 2, Diferenciar la función 
y= sena. 

SoLucióx. Transcribamos la función dada así 
у= (үа) 


Vemos que y es una función potencial de м = sen Vz. Ha- 
Maremos su derivada por la fórmula (VII): 


ya = евз = 2 sen Yz (sen 2). 
Pero sen x es una función trigonométrica de үх. Рог la 
regla (X) (cuando w = үх), hallaremos 

(sen Va)’ = cos Va ([х'. 
Por último, según la regla (УШ), tenemos 


$ 78. Derivadas de las funciones trigonométricas 


Por consiguiente, 


El proceso de diferenciación de la función dada puede 
anotarse mediante la siguiente cadena de igualdades: 


(sent V3} =2 sen V3 (sen Y3} = 
= 2 sen VZ cos Pz (V3) = 
= 2 sen Vz cos Yz i 


Ejercicios 

Hallar las derivadas de las funciones: 
Ly=:—senr 2.0 = сеф 3 v=secu 4 fi) = 
=sentcost. S. fi) = ял. 6. s=tg0—0 70-р 
Же т 8.s=afl—cosf). 9. 0) = (1 + cos) sen. 10. v = 


s lE, A es 
+ cos 2 


= q uta 1f) = ане Halar y (Z). 15. yte) = sen 2e. 


estes myuea). so -em|E 


Doma алас аа aoao 


22.700) =зепүб. 23. s = —үсозї. 24. y =4tg2y3. 25. y= 
1 A 1 

=й» imc lo mint. 28, y= leo 
1 1 e 

29. у =V. 30. y= sen? x cos x. 31. = 2 sen 2f cost t. 


з. /@ = 2st 0 cota. 33у оня eos. 3 y= За 
мася + Û мв. 35 y = sen (x + a) cos(1—a). 36. y = 
+ z 


5. Mas 


sesse ayla 
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1 
юа. $‏ = 
ГУНГ" 1 2‏ 
ي ډ ردي 2 و ءي ا щ®. ауе‏ کي ل бе‏ 
IA‏ 73—95 


45. Un punto se desplaza en Маса recta conforme a la ley S= 
£ 


1) la velocidad del punto para un instante de tiempo cualquiera, 
2) en que valores de # la velocidad del punto es nula у 
3) el recorrido del punto en el tiempo £=0; 2: 4; 6. 
$ 79. Derivada de la función logarítmica. Se da la función 
gy =n u, donde и = f(x). 
Para su diferenciación, seguiremos la regla general: 
1% paso: y + Ay = Ìn (и + Аш). 


2% paso: Ay = (у + Ду) — y = а (и + Au) — ln u, 
ó 


3 paso: А7 

Multipliquemos рог Аи el numerador у el denominador 
del quebrado obtenido en el miembro derecho de la igualdad. 
Se obtendrá 


А „+ A мү м 
E E, 4-2 — 0-8 1) 
ama ы اھ چ‎ 0 


Entonces, la igualdad (1) se transcribirá así: 
Метей ++ 


204 


$ 79. Derivada de la función logarlímica 


o, después de la potenciación. 
a_i м, 
2 ے‎ 2)1 + oji a 
Como la función # tiene derivada respecto a х, 
Au >0 cuando Ax +0 (864); 
pero entonces, de la igualdad (2) se deduce que también 


2>0 cuando Ax +0 (4) 


(ya que, en el quebrado el denominador « no depende 
de Ax y, por lo tanto, puede considerarse constante cuando 
Ах > 0) . 

4° paso: Hallemos el límite de ambos miembros de la 
igualdad (3) aplicando la regla (4) del $ 45: 
А 
¿= Um 871 tm е) lim A 
e PTA e era 


(aquí hemos sacado del signo de límite el factor cons- 
tante 1, о sea, no dependiente de Ax). Tomando en con- 


sideración (4), obtendremos 


. 
айа (1 + aj") lim ае. 6) 


Ocupémonos de la expresión 
' 
жм (+4. (6) 


En los cursos detallados de análisis matemático se demues- 
tra el siguiente teorema: el límite del logaritmo, de una varia- 
ble es igual al logaritmo del limite de esa variable. Por lo tanto 


1 1 
Mm (ln 1+ а = In Dim (1 + a). (0) 


205 


Capitulo VIII. Fórmulas de diferenciación 
Pero 

аја =е ($50)‏ +1( ا 
por lo tanto, sustituyendo en el miembro derecho de la‏ 
igualdad (7) een logar de lim (1 + ај", obtendremos Ine=1.‏ 


Así, pues, la ión (6) es igual a la unidad y, por 
este motivo, la хараа (5) toma E forma 


(XIV) 
La fórmula obtenida se lee asi: la derivada del logaritmo 
natural y = In u, donde u = f(x) ез igual al cociente de divi- 
dir la derivada respecto a x del argumento del logaritmo entre 
este argumento. 


, la fórmula (XIV) se transforma en Ја 


йазу = 1. (куе) 


Si viene dado el logaritmo decimal, es necesario expre- 
sarlo previamente por el natural. Sabemos ($ 51) que 
log и = 04343 ln u. 


Diferenciando ambas partes de esta igualdad respecto a х, 
se obtendrá 


(og и}; = (04343 In и}; = 0,4343 - (In u); = 0,4343 Ж 


(log ш); 
es decir, la derivada del logaritmo decimal y = log u, donde 
в del logaritmo 


Ж 04343, (ху) 
“= Ја), 
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$ 79. Derivada de la función logarítmica 
Cuando ш = х se tiene 
(log 2) = 2 + 0,4343. v») 
EjempLo 1. Diferenciar la función 
у= ә (2х +1). 


SoLucióx. Рог la regla (XIV), cuando и = 2x +1, se 
obten: 


y LEY 2 
= [n az = E 


Ejempro 2. Diferenciar la función 
y= № cos (1 — а). 
SoLuciós. Por la regla (XIV), hallaremos 


Es y — au, 
= [ln cos (1 — j = e 


Por la regla (XI) 
[cos (1 — а) = —sen (1 — а) (1 — 2) = 
= —sen (1 — а). (—1) = sen (1 — 3). 


El proceso de diferenciación de la función dada puede ano- 
tarse mediante la siguiente cadena de igualdades: 


= Un cos (1 — = iy [os (1 aY = 
= у n= 
= sn (> (= = te (L a). 


ЕјемРІО 3. Diferenciar la función 


فاو 


Sorucróx. Primero, transformemos la función dada, apli- 
cando la regla de logaritmación de la raíz: 


Capitulo VIII. Fórmulas de diferenciación 


Utilizando sucesivamente las reglas (V), (XIV) y (VI) 
para la diferenciación de la función dada, hallaremos: 


1 ayoliz s y 

5] (5 = 

14200042 А 
Zall + 238 2r + 2 


Ejercicios. 
Hallar las derivadas de las funciones: 


Ly=xlnx Disie kitt, 4. у= 2х 


me) аеш. 


8 i=insena. 9. y=—incost 10. Д) = la (2 cos. 11. 0) = 
4 
4+1 


5. fia) =2 108 (x + 1). Hallar f'(1). 6. 


=Intg0. нш л (7): 2 ysis 13. 0-0 


M. fa) =n ÊZ. 1s 1e) = (1+ 16. у= (n 3) 


17. у= а, 18. 


10.76 = nsen f. у= 


= sen x. 21. fla) = la sen 2 =n. 
23. y= үх 24. y= VEZ 25. y = Û к + In oos 
26 s= In сой (Id. 27. y= ia setz, 28. y = la sen x — 
рия 29. f(s) вуй. y= te (f+ 3 
31. y= in (x УГА з. 32. y = in (14 x У 0). 

TF= E; (FF ix 
y طسو‎ - 38. уе Я 
aon un »› СЕЗЕТ 


36. у = доо 0а а) + sen (la 4) 
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$ 81. Derivadas de las funciones exponenciales 


$ 80. Derivada de la potencia con cualquier exponente. En 
el $ 74 hemos deducido la fórmula 
(07, = mur, 
рага m entero positivo, 
Ahora, demostremos que esta fórmula se verifica para 
cualquier exponente. Supongamos que en la igualdad 


у=ч" @) 


u es una función de x, y m tiene cualquier valor constante. 
Logaritmando esta igualdad tomado como base е, obten- 
diremos 


In y = m ln u. B 


Como hemos señalado, м depende de x. Por consiguiente, 
al variar x varía u; pero al variar и en la igualdad (1), varía 
y; de esta manera, las variaciones de x hacen variar a у; 
por lo tanto, y es función de x. De aquí se evidencia que 
In y es una función compuesta. Diferenciemos respecto a 
x ambos miembros de la igualdad (8. aplicando la regla 
(XIV); se obtendrá 


de aquí 


У = ту LE =m aL mit 


Asi, pues, (16), = mut", para un m constante cualquiera. 


donde u es función de x, y a, una constante. Logaritmada 
la igualdad (1) para la base е, obtendremos 


ny = «In a. 0) 


Razonando del mismo modo que en el párrafo anterior, arri- 
baremos a la conclusión de que Ìn y es una función compuesta 
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respecto а x. Diferenciemos la igualdad (2) respecto а х 
(In y, según la regla (XIV); # In a, según la (V)); se tiene 


“lna, 


de donde 
у= yw, In a = a*u In a. 
Así, pues, 


= иа, (ХУП) 
о sea, la derivada de la función exponencial у = а“, donde 


siguiente forma. 

(4) = a In a. (хуг*) 
Si se da la función exponencial 
e, 


donde u es función de x, y e, la base de los logaritmos natu- 
rales, su derivada se hallará por la fórmula (XVI): 


(e 


Por lo tanto, 


= u, 1n e = eu, < 1 = ещ. 


(05): = e, (хуп) 

ТЭ. а ш] ш rado de al propia ратая or la 
derivada del exponente. 

Cuando и = х, se tiene | 
(0): = е. (ХҮП) 
EjeneLo 1. Diferenciar la función 

у= 0.4... 
SoLucióx. Por la regla (ХҮП), hallamos 
ж = ems (sen х)' = б“=* cos x. 
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$ 81. Derivadas de las funciones exponenciales 


EjempLo 2. Diferenciar la función 
у= е. 
SoLución. Por la regla (XVII), escribiremos 
ya = (tg 24). 
Según las reglas (XII) y (V) se tiene 
2 


E2 = ar 


Por consiguiente, 
єт}, = > 2з} = я> Lar 


\ Ejercicios 
Hallar las derivadas de las funciones: 


bysta Sedmi 3 fo)e 


SPee كر‎ Tjaa ву= 
' 

E 1. f) =a. Ш.у 12 ДӘ) = 

=P 1305-е. MS=e 18 Д) зеп. 16. f) = 


Les 
+1 


E E 19. fi) =n 


e 
20. 0 = sente. 21. — 0900. 22. у =V. 23. fla 


24. fla) = cose VF, 25. v= tge ®. 26. R= 27. fy 


5 * ов 5. 28. у= e e 29. fi) = 
30. 0 29 cos 2p. 31. fis) = оза). 32 у= ETT 
0 2 Дз) = eisen ف‎ 
зуны 
узуга 


34. Escribir la ecuación de la tangente trazada a la curva y =0* 
en el punto de su intersección con el eje Oy. 

35. La dependencia entre la cantidad z de sustancia obtenida en 
cierta reacción química y el tiempo £ de reacción se expresa por la ecuación 
x= A(L— e}. Determinar la velocidad de reacción. 


211 
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$ 82. Derivadas de las funciones ciclométricas. 
1. Se da 


y = are sen и, donde ш = f(a). (1) 
De la definición del arco seno, se deduce 
sen y =u; @ 


sen y es una función compuesta уа que, de acuerdo con las 
igualdades (1) y depende de м y и depende de х; por lo 
tanto, y es función de х, Diferenciemos respecto а х ambos 
miembros de las igualdades (2): 

(sen уй = шщ. 
Рог la fórmula (Х), hallamos 


соз y 


de donde 


Pero, como se sabe, 
=n- sy. 8) 
Tomadas en cuenta Jas igualdades (3) y (2), obtenemos 


Cuando н = 


(arc sen x) = 


(хуше) 


П. Se da 
у = are cosu, donde s= f(x). 


*) Aquí, el radical se toma con el signo más, por cuanto los valores 
de are sen x están comprendidos entre — = y + › y en este intervalo 
cosy tiene valores positivos, 
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$ 82. Derivadas de las funciones ciclométricas 


Como 
arc cos и = ў — arc sen u, 
entonces 
o 
(XIX) 
Cuando и = x se tiene 
(are cos x= (хїх*) 


ї 
HI. Se da 
у= аси, donde и = f(a). 


De la definición de arco tangente se deduce 
dy. 9 


Diferenciemos respecto а х la igualdad (4), aplicando la 
fórmula (ХП): 


de aquí 


Pero 


por lo tanto, 


TE гу” 
o, conforme а la igualdad (4), 


х= 


Por consiguiente, 
(хх) 


(are tg ш); = 
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Cuando и = x, tenemos 
1 


(еа таг (кхе) 
ТУ. Ѕе да 
y = arc сїр и, donde и = Да). 
Como 
arc ctg u =} —arete w, 
entonces, 
(arc ctg «)' = 0 — (arc tg и)’, 
o 
(are ctg u); = — (XXI) 
Cuando и = х 
(are ctg а) = (хх) 


Еуємрго. Diferencia} la función 


y = are sen YZ. 
SoLución. Por la fórmula (XVIII) hallamos 


$ 83. Derivada de la función implicita 


Ejercicios. 
Hallar las derivadas de las funciones: 


Lymarcinde 2y marcos: 3 ymartgdr &/й= 


ate Sf) mansay? 6 саст 7.5= 


йш ر‎ ЙН ырма 
derant کی‎ 


14y PE yes VE 6.y ln OO ус 


= are cos (1—3). 18. у= аге sen TH. 19. s =Incose 


шы). 


ушаш аЛа reas 


10 = aaresen £ + үж=й. 23. f0 = taretg E Ema. 


ЕБ 


28, f) = 


27. fl) = arcsen ا‎ 


жах‏ جو 


ааа 1 
т 


3.83: Derivada de la función implicita. Sea una función implicita у que 
Viene dada por la ccuación 

эу—к—1=0. a 
Hallemos la derivada y’, suponiendo que exista. Para ello, diferenciamos 
ambos miembros de la igualdad (1) por la regla para la derivada de la 


suma algebraica. 
Obtendremos: 


(ey) — Y — 0 a 
Como xy es un producto de variables, 


Y = 07 + ушу. 
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De este modo, la igualdad (2) tomára la forma 


А 207 + yey — (ау — (1), = 0 


эу+у—1=%. 


Despejando esta última ecuación con relación a y”, hallaremos 


ө 


La función dada se podía haber diferenciado expresando primero у 
mediante x y, ya después, calculando la derivada de la función explícita. 
En efecto, de la ecuación (1) tenemos 


+1. 


de donde 


y= +] =- 
вме rta e sings del antes por з оты exe, peo 
si en la igualdad (3) sustituimos el valor de у, obtendremos: 


De esta manera, en ambos casos la diferenciación ha arrojado resul- 


== 


como implícitas. 
Analicemos otro ejemplo. Se requiere hallar la derivada de la función 
implícita y dada por la ecuación 
PS 0 в 
Utilizando la regía de diferenciación de la suma algebraica, se tiene: 
(8-0 


Pero у? es una función compuesta (32 depende de y, e у depende de 1). 
Por la regia de diferenciación de la función potencial (УШ), $ 74] se 
tiene 


OY = 25у. 
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$ 84. Derivada de segundo orden 
Por consiguiente, la igualdad (4) tomará la forma 
2yy —(8x) = 0, 


2yy—8=0, 


de donde 


Г 


+ 
Y y 


Hagamos notar que el procedimiento para diferenciar las funciones 
implicitas ya lo hemos utilizado al hallar las derivadas de la función 
exponencial y de las funciones ciclométricas (véase los $$ 81, 82) 
Ejercicios 
Hallar las derivadas de las funciones 


1..2у——38 Ф360 2 y —4r=0. 3.2 64 10, 


а 
6. 24 34y =0. + 


Li 0س‎ 5 иф 2 


اس2 .9 


б. о sty + лиса 


п. (ly) ax, 12, seny= ir 1B. xy mi seng, U. sell, 
15, xy rg, 16. arc sen y =x. 


$ 84. Derivada de segundo orden. Sea la función y = f(x) 
que tiene la derivada y' = f'(x). La derivada de f'(x) respecto 
a x, si existe, se llama segunda derivada o derivada de segundo 
orden. 


La segunda derivada de la función y = f(x) se designa 
así: 


y f". 
EjemeLo. Hallar la segunda derivada de la función 


Caplio ҮШ. Firmas de diferenciación 
SOLUCIÓN. 
y = (5 69-2 


Y = (2073) = -2)-3 =É. 


an 
Ejercicios 
Hatar las segundas derivadas de las funciones: 
у= y= sm UL 4Q =2 
2 1 
sgo. ву (ә 7f 


тоза. 8: fi = 
2 


= 9.28777 


$ 85. Concepto mecánico de la segunda derivada. Sea un 
cuerpo que se desplaza en línea recta conforme a la ley 
s= f. 


En el $ 63 hemos establecido que la velocidad v de movi- 
miento de un cuerpo en el instante £ se define como derivada 
del espacio respecto al tiempo, o sea 


v=s. 

Si el movimiento del cuerpo es variado, la velocidad 
v cambia con el tiempo y en el intervalo Af recibe el incre- 
mento Av, En este caso, la magnitud del cociente 25 que 


muestra la variación de la velocidad por unidad de tiem- 
po recibe el nombre de aceleración lia en el intervalo de 
i desde ¢ hasta £ + At. 

рор AA 
Jeración media Ж tiende a la magnitud llamada acele- 
ración en el instante dado de tiempo t. Designemos esta ace- 
Jeración con j: 
м 


lim 


= =(=. 
мз 
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$ 85. Concepto mecánico de la segunda derivada 


De este modo, la aceleración del movimiento rectilíneo de 
un cuerpo en el instante dado es igual a la segunda derivada 
del espacio respecto al tiempo, calculada para el instante dado. 

EJEMPLO. Un cuerpo se mueve en línea recta conforme a 
la ley s = 28 — 31 +5. Hallar su velocidad y aceleración 
en el instante 1 = 5. 

SorucióN. Para determinar la velocidad hay que hallar 
la primera derivada de la función dada en f = 5. Аз, pues: 


= (2 — 3145) = 4-3 


ws =45—3= 


7. 
La aceleración j es igual a la segunda derivada de la 

función рага ¢ = 5, es decir, 

Бу = (4 — 3) = 4. 


La magnitud de la aceleración ha resultado constante para 
cualquier valor de £; por lo tanto, conforme a esta ley, el 
cuerpo se mueve con aceleración constante. 


Ejercicios 
Determinar la aceleracion de un punto en los instantes de tiempo £ 


indicados, si su velocidad moviéndose en línea recta viene date por las 
siguientes ecuaciones: 


аата, 0-3. 


20-00, =2. 3. v= 4sen + 


dh. 402083, =. 
3 6 


Hallar, en los instantes de tiempo ¢ indicados, la velocidad y la ace- 
leración de un punto que se mueve en línea recta conforme a la ley dada 
por las siguientes ecuaciones: 


Ss OHI, 1=2 6.5=U-, 


t=l т: 20а, 


ш 
=3. gsm, ре 1. 
4 3 
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9. El camino recorrido por la jaula de una máquina clevadora se halla 
de la ecuación A = 4 + St. Determinar la velocidad y la aceleración para 
cualquier instante de tiempo. 

10, Determinar el instante í en que la aceleración de un movimiento 


тео que se rige por la ley s=— È f + 325 es mula. {Сй 


es la velocidad en este caso? 
11. Un cuerpo se mueve por una recta según la ley 


ماس 
3 


Hallar Ја velocidad y la aceleración del movimiento del cuerpo en 
función del tiempo 4. ¿En qué instantes el cuerpo cambia el sentido del 
movimiento? 

13 Un volante rotatorio, retenido por un freno, durante £ segundos 
gira en un ángulo 


е=а+ыа, 
donde а, b y є son constantes positivas. Hallar: 

1) la velocidad angular y la aceleración del giro y 

2) el instante de parada del volante. 

13. La altura s (en metros) que alcanza en £ segundos un cuerpo lan- 
zado verticalmente hacia arriba a la velocidad ту m/s se define por'la:ccua- 


гаса 


Hallar la velocidad y la aceleración del movimi 
=33 yt= Юз, si 3 = 200 mjs. 
(La resistencia del aie no se toma en consideración) 
14. Un cuerpo ha sido lanzado verticalmente hacia arriba desde 10 m 
de altura a la velocidad inicial de 40 m/s. Determinar: 
1) a qué altura de la superficie de la tierra se encontrará al cabo de 
1 segundo, 
2) la velocidad y aceleración del movimiento en el instante f = 1s y 
3) al cabo de cuántos segundos alcanzará el punto más alto y a qué 
distancia de la superficie de la tierra. 
15. Un cuerpo se mueve en línea recta por la ley 


s= aet + bet, 


donde a y b son constantes. Mostrar que su aceleración es siempre igual 
al camino recorrido. 

16, Un cuerpo se desplaza en línea recta según la ley s 
Determinar la velocidad y aceleración en el instante £= 0. 


а. 
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$ 85. Concepto mecánico de la segunda derivada 


17. Una bala, al penetrar en un cuerpo sólido, se mueve en él conforme 
a la ley 


1 
(+ hl 


donde s, es la velocidad a que la bala entra en el cuerpo y А, una cons- 
tante positiva. Hallar la aceleración del movimiento de la bala. 


18. Hallar la fuerza F que actúa sobre un punto material de masa m, 


que se desplaza en línea recta según la ley expresada por una de las si- 
guientes ecuaciones: 


Js= CEET 


Nota, La fuerza F que actúa sobre un punto material de masa m es 
igual al producto de la masa por la aceleración del movimiento, o sea, 
F = mj. 

19. Hallar la fuerza bajo cuya acción un punto material de masa m 
realiza un movimiento oscilatorio conforme a la ley 


Aisen ot + шр. 
20. Un punto de masa m se mueve por la ley 
з=айфы+е 


donde а, b у с son constantes. Demostrar que la fuerza que actúa sobre 
el punto єз constante, 

21. Un cuerpo de тїї m se mueve de forma oscilatoria respecto a 
la posición de equilibrio O, de acuerdo con la ley 


+= asen?m 


donde x es la distancia al punto O, y a y v, constantes, Mostrar que la 
fuerza actuante es igual a la distancia del punto a 0. 
22. Un punto se desplaza de modo que su velocidad 


=aml, 
t 


donde a y b son constantes. Hallar la aceleración del movimiento en fun- 
ción de la velocidad. S 
23. Un punto se mueve en línea recta por la ley s = [2 Mostrar que: 


1) el movimiento es retardo у 
2) la aceleración es proporcional al cubo de la velocidad. 
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TABLA DE LAS FÓRMULAS DE DIFERENCIACIÓN 


Sim, e, y = son funciones 
7 


Su. 


xu 


хш 


ху 


ху 


Е 04 


баў 0 + wt 


e = e 


=o 


=1 


$ 85. Conceplo mecánico de la segunda derivada 


Continuación 


хм 
хуп 


хуш 


хіх 


хх 


XXI 


dare tg а) = E 


(arc ctga” 


1+ 


1 
e tg) = 


Capítulo IX 


Análisis de las funciones 
por sus derivadas 


$ 86. Crecimiento y decrecimiento de la función. Sea dada 
la función у = Лх) cuya representación gráfica se ofrece 
en la fig. 94. Sigamos el curso de la variación de las ordena- 
das de los puntos de muestra curva cuando crecen sus 
abscisas. 


Vemos que, al crecer el argumento x, las ordenadas de 
los puntos correspondientes crecen en el sector MA de la 
curva y decrecen en cl AX. Si el argumento sigue creciendo, 
las ordenadas, tomando valores negativos, continúan de- 
creciendo en todos los puntos del arco KB; mientras que las 
del arco BC crecen, etc. Esta función se denomina creciente 
para los sectores МА, BC 
y DL, y decreciente, para 
los seciores AB y CD. 

Derivación, La, fun. 
ción y = fix) se Пата 
creciente en el intervalo 
dado de valores de x si al 
aumentar el argumento x 
en esteintervalo, crecen. los 
valores correspondientes de 
y. y decreciente si al au- 
mentar x disminuyen los 
valores de y. 

En el presente capl- 
tulo, examinaremos las 
variaciones de las funcio- 
nes sólo para los casos de crecimiento del argumento. Consi- 
deraremos también que tanto la función como su primera 
y segunda derivadas son continuas en todos los valores 
examinados de x. 
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$ 87. Caracteres de crecimiento y decrecimiento 


$ 87. Caracteres de crecimiento y decrecimiento de la función. 


TeorEMA. Si la derivada de la función y= f(a} es positiva 
en el intervalo dado de valores de x, la función crece en este 
intervalo, y si es negativa, decrece. 

Aclaremos el concepto geométrico de este teorema sin 
demostrarlo, 

1. Sea 


Ре >o Ф 


en el intervalo dado de valores de х. 
En el $ 66 hallamos que 


Ро) = k = tgz, (2) 
donde # es el coeficiente angular de la tangente trazada a la 
curva que representa la función y = f(x), y я, el ángulo que 
esta tangente forma con el sentido positivo del eje Ox. De 
Ja igualdad (2) se deduce que 

si f'(x) > 0, entonces también tg a > 0, 
y, por lo tanto, a es un ángulo agudo. 

De esta manera, cuando зе verifica la condición (1), las 
tangentes trazadas al gráfico de la función y = f(x) forman 
ángulos agudos con el sentido positivo del eje Ox en el inter- 
valo dado de valores de x (figs. 95а y 95b); esto indica que 
el gráfico está dirigido hacia arriba, es decir, la función crece. 


Y 


П. Supongamos que en el intervalo dado de valores de x 

f(x) <0. 6) 
En este caso, como evidencia la igualdad (2), también tga < 
< 0 y, por lo tanto, х es un ángulo obtuso. 
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Asi, pues, cuando se verifica la igualdad (3), las tangen- 
tes trazadas al gráfico de la función y = f(x) forman ángulos 
obtusos con el sentido positivo del eje Ox en el intervalo 


s 


FIG. s 


dado de valores de x (figs. 96a y 96b). Esto indica que el 
gráfico está dirigido hacia abajo, o sea, la función decrece. 
EjempLo. Determinar los intervalos de crecimiento у 
decrecimiento de la función y = 4%. 
SoLución. Hallemos la derivada de la función dada 


y = 


La magnitud 2x tiene valor positivo para todo x positivo, 
y negativo, para todo x negativo. De aquí se deduce que 
esta función es decreciente cuando x < 0, y creciente, cuan- 
do x<0 (fig. 97). 


ж 
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$ 89. Caracteres del máximo y del minimo 


$ 88. Máximo y mínimo dela función. Al Y 
examinar el curso de la variación de la 

función en la fig. 94, de la pág. 224, 

podemos observar que, en los sectores MÁ 

y BC, las ordenadas de los puntos crecen, $ 
alcanzando su máxima magnitud en los 

puntos A y C de la curva, en compara- 

ción con los valores de las ordenadas de 

los puntos vecinos, y decrecen en los 

sectores AB y CD hasta llegar a la 

magnitud mínima en los puntos B y D, жын 
en comparación con las ordenadas de 

los puntos vecinos. 

Los valores del argumento en que la función alcanza 
sus valores máximos o mínimos se denominan puntos de 
máximo o puntos de mínimo de la función, respectivamente, 
y el valor de la función en estos valores del argumento, 
máximo o minimo de la misma. 

Como se ve, el punto de máximo sirve de frontera de 
paso del crecimiento al decrecimiento de la función, y el 
punto de mínimo, de frontera de transición del decrecimiento 
al crecimiento. 

DEFINICIÓN 1. La función y = f(x) tiene un máximo en 

a si para todo х en un entorno de a se verifica la inecua- 


Да) > Дх). 


Derixiciós 2. La función у = f(x) tiene un mínimo en 
ж = а si para todo x en un entorno de a se verifica la ine- 
cuación 


z 
ción 


Ja < Да). 


$ 89. Caracteres del máximo у del mínimo de la función, 
1. Supongamos que al punto А del gráfico de la función 

y = Дх) le corresponde un máximo para x = а (tig. 98) 
Como evidencia la figura, en todos los puntos situados 

a la izquierda de A las tangentes forman ángulos agudos 

con el sentido positivo del eje Ox, Por lo tanto, la tangente 

de estos ángulos tiene valor positivo. 
Pero 


Г) = tga ($66), (a) 
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donde a єз el ángulo que la tangente forma con la dirección 
positiva del eje Ox; por consiguiente, de acuerdo con la 
igualdad (а) también la derivada f'(x) es positiva en esos 
puntes. 


En cambio, en los puntos situados a la derecha de A las 
tangentes forman ángulos obtusos con el sentido pitivo 
del eje Ox y, por lo tanto, la tangente de estos ángulos tiene 
valor negativo, y conforme a esa misma igualdad (a) la 
derivada f'(x) es también negativa. 

Por cuanto la derivada de la función es continua, su va- 
lor debe variar sin saltos y, en consecuencia, al tener lugar 
la transición de los valores positivos a los negativos pasará 
por cero cuando х = а ($ 58), o sea, en el punto А 


Fa) =0. 


Así pues, si la función у = f(x) tiene un máximo en x 
entonces, 


0/40) =0 y 
2) f'(x) cambia el signo de 
al pasar el argumento por x 


II. Supongamos que al punto B del gráfico de la fun- 
ción y = f(x) le corresponde un mínimo para х = а (fig. 99). 
Razonando de la misma forma llegaremos a la conclusión de 
que, en este caso, al crecer x la primera derivada cambia 
los valores negativos por positivos y, al ser continua, se 
anula cuando x= a, о sea, en el punto В 


Fa) =0. 
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Por lo tanto, se verifica lo siguiente: 
si la función y = f(x) tiene un mínimo en x= a, entonces, 


1) f'(a) =0 y 
2) f'(x) cambia el signo de —a + @ 
al pasar el argumento por x = a. 


Se verifican las afirmaciones inversas: 
Е" 


a 
FIG. 99 FIG. 100 


La función у = fla) presenta un máximo en х = а si su 
derivada tiene las propiedades (1). 

La función y = f(x) presenta un mínimo en x = а si su 
derivada tiene las propiedades (2). 

Las propiedades (1) y (2) son los caracteres suficientes. 
y necesarios del máximo y del mínimo de la función, es de- 
cir, los caracteres cuya verificación dimana de la existencia 
del máximo o del mínimo de la función, y, al contrario, 
cuya existencia origina un máximo o un mínimo de la función. 

La igualdad f'(a) = 0 evidencia que la tangente trazada 
en los puntos А у B de los gráficos es paralela al eje Ox. 

III. Puede, sin embargo, ocurrir que la primera derivada 
de la función, convirtiéndose en cero cuando # = а, по 
cambie de signo al pasar el argumento por х = а. En este 
caso la función carece de máximo y mínimo. En la fig. 100 
se muestra que la tangente en el punto А de la curva у= 
= f(x) es paralela al eje Ox, o sea, f'(a) = 0; pero tg a > 0 
y tg a > 0. 

Por lo tanto, la primera derivada de la función y = f(a) 
no cambia de signo al pasar el argumento por x = а. Como 
evidencia la fig. 100, la función у = f(x) no presenta ni 
máximo ni mínimo cuando х = а. 
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Así, pues, la conversión de la primera derivada en cero 
es únicamente la condición necesaria (¡pero no suficiente!) 
del máximo o del mínimo. 

Los valores del argumento que convierten la primera deri- 
vada en cero se llaman valores críticos del argumento. 


§ 90. Primera regla de determinación del máximo y del 
mínimo de la función. Sobre la base de lo expuesto en el 
$ 89, se puede enunciar la siguiente regla de determinación 
del máximo y del mínimo de la función y = f(x). 

1. Hallar la derivada f'(x). 

II. /gualándola a cero, hallar las raices reales" de la ecua- 
ción obtenida; sean estas raices (valores cruticos del argumento ) 
Xp Xo Ху 6С. 

III. Dispomiendo los valores de Xy ху, ху... en orden de 
crecimiento de sus magnitudes, sustituir en la derivada un 
número cualquiera menor que ху, y luego, sustituir un número 
cualquiera mayor que x pero menor que xa; si en este caso, 
el signo de la derivada resulta: 

1) primero + y luego —, la función alcanza un máximo 
en x= х 

2) primero — y luego +, la función alcanza un minimo 
mx=%, y 

3) en ambos casos igual, la función no presenta máximo 
ni mínimo en x = Xy. 

De este mismo modo, determinar el signo de f'(x) para 
x< x, y para х > ху; pero para x< x, el signo de f'(a) 
уа está determinado; queda por hallar su signo еп el intervalo 
de valores de x comprendidos entre х, y xa y, por la alterna- 
ción de los signos de f'(x), establecer si la función presentará 
о mo máximo o mínimo en x у asi sucesivamente"”. 


9) Si las raíces son imaginarias, la función no presenta máximo ni 


+2) Para determinar el signo de la derivada en x < ау, sustituimos en 
ella x por un número cualquiera menor que ху. por cuanto en estos valores 
de x la derivada no se convierte en cero y, por lo tanto, su signo es cons- 
tante para x < д. Por esta misma causa, la derivada tiene el signo cons- 
tante en todo intervalo de valores de x entre # у Xp entre зру Xy ес; 
рос ello, para determinar su signo en cada uno de estos intervalos, susti- 
fuimos en la derivada x por un número cualquiera del correspondiente 
intervalo ($ 38). 
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IV. Hallar los valores máximos y mínimos de la función, 
es decir, calcular f(x), f(x), fixa), de. 

El cuarto punto de esta regla es necesario sólo cuando 
se requiere hallar la posición que los puntos correspondientes 
al máximo y al mínimo de la función tienen en la curva. 

Examinemos algunos ejemplos. 

EjexeLO 1. Analizar la función у = х? — 1 en cuanto 
al máximo y al mínimo. 


SoLucióx I. Hallamos la derivada de la función: 
y=- = 
П. La igualamos a cero: 
2x=0, 
de donde 
х= 0. 


III. Determinamos el signo de la derivada para un valor 
de х <0; por ejemplo, para x = —1 


.2— = )2(—1 = ر 


Ahora, hallamos el valor de la derivada para х> 0; 
por ejemplo, рага 


Ma = 2-15 


El cambio del signo de la derivada de menos a más cviden- 
cia que сма función presenta el mínimo en x= 0. 

IV. Hallamos el valor mínimo de la fun- 
ión, o sea 0): 


10) = 0—1: —1, 


Ahora, podemos representar єп la figura 
la posición del punto hallado 4(0: 1) у 
Ja forma de la curva cerca del mimo моа 
(fig, 101). 

JEMPLO 2, Analizar, en cuanto al máximo y el mínimo, 
la función 
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SoLuctóx. De acuerdo con la regla, tenemos: 


323 x,=-1, % 


Ш. 1) Examinamos el valor crítico ху = —1. 
Tomamos un valor de x< —1; por ejemplo, х= 
entonces: 


Ye (2-32) - 4 =4 +6 -4 =6. 


Tomamos un valor de x > —1; por ejemplo, x=0 
entonces: 


Ма = 0-3-0-4 = 


El cambio del signo de la derivada de más a menos evi- 
dencia que la función presenta el máximo en x = —1. 

2) Examinamos el valor crítico х; = 4. Tomamos рага 
x<4 el valor х= 0, y para x > 4, el valor х = 5, tene- 
mos: 


Yeo =— 4, йз =25—15 6. 


Por consiguiente, la función presenta el mínimo cuando 
z=4. 


IV. Los valores máximos y mínimos de la función serán: 


(1) — 5 (1-6-0) +6=8 


$ 90. Primera regia de determinación del máximo y del minimo 


Anotemos en una tabla los resultados del cálculo: 


Signo de la derivada 


Vaor eeni Compota | i amia 
ы Е 
эш» зына | авама а | эшм | ьа 

FEAE |: 
жа дш = 
| 1 | + | ах. sl 
| | | Е 
4 + [Ж 
| 1 E 


Designando соп 4 y В los puntos del gráfico de la función 
correspondientes al máximo y al mínimo, escribiremos: 


а( 1; 81) y ва; 123). 


En la fig 102 están representadas la 
posición de los puntos A y B y la forma 
de la curva en la proximidad de los 


máximo y al mínimo, la función у = л? 
SoLución. 1. у = (4%) =3x%. 
11.34% = 0, de donde ху, 


Ш. Para x < 0; por ejemplo, para 
=, 


Ya = 3-1} =3; 
para x > 0; por ejemplo, рага х 


йз =3-1%=3. 


Los signos de la derivada han resultado iguales al pasar 
рог el valor crítico х = 0; por lo tanto, la función dada no 
presenta máximo ni mínimo en z=0 (véase la fig. 77, pág. 157). 
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Ejercicios 
1. Dada la función y = 228. Determinar si crecerá о decrecerá en 
los valores del argumento: 1) x= 1 y 2) x= — L Comprobar el resul- 


tado gráficamente. 

2. Lo mismo para la función y = — 3? + x— 1 en los valores del 
argumento: 1) x = — 2, 2) x= O y 3) x = 2. Comprobar el resultado grá- 
ficamente. 

3. Hallar los valores del argumento en que crecen o decrecen las 
funciones: )y=3x +1 y 2) y=4—3r. Comprobar el resultado 
gráficamente. 

4. Un cuerpo ha sido lanzado verticalmente hacia arriba a la velocidad 
inicial de ш, = 300 mjs. La ecuación del movimiento del cuerpo es s = 
sy — 4,9. '¿Ascenderá o descenderá el cuerpo en los insontes: 


02—205, 1= 30у ге 32 52 
Ofrecer las soluciones gráfica y analitica. 

5. Hallar los intervalos de crecimiento o decrecimiento de las fun- 
ciones: 

y= str у 25-2061 

Hallar el máximo y el mínimo de las funciones: 


б.у 92 2 у= а و8‎ 


= 5а 2502. 10.0= 6 


18. = 29-0-4065. 19, 0 =p pt 9p + 
А 21 
4 20. y د‎ M2 + 
+ a Же a 


22. Mostrar que las siguientes funciones mo presentan máximo ni 


1 2 
б у= 2یو + مده ل‎ 
2) у = 68 — + 10, 
4 91. Convexidad y concavidad de la curva. Examinemos la 
curva representada en la fig. 103. Trazando una tangente, 
AB, por ejemplo, vemos que los puntos de la curva conti 
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guos al punto de tangencia А y situados a ambos lados del 
mismo se hallan más abajo que la tangente. En este caso se 
dice que la curva tiene convexidad en el punto A ; si se verifica 


| “Мы 


FIG, 108 FIG. 104 


esta condición para la parte de la curva comprendida entre 
los puntos M y N, esta parte recibe el nombre de convexa. 

Tomemos la curva representada en la fig. 104. Aquí 
observamos otro fenómeno, a saber: los puntos de la curva 
próximos al punto de tangencia С y situados a ambos lados 
del mismo se hallan más arriba que la tangente CD. 

En este caso se dice que la curva tiene concavidad en el 
punto C, y se llama cóncava la parte de la curva comprendida 
entre los puntos P y Q, que satisface esta condición. 

Existen casos en que una parte de la curva es convexa 
y otra, cóncava; por ejemplo, la sinusoide (fig. 105) presen- 


FIG. з 


ta convexidad (encima del eje Ox) y concavidad (debajo del 
eje Ox); además, el punto А sirve de frontera entre ellas, 
La tangente trazada a la curva en este punto es común 
para la parte convexa y la cóncava. Al mismo tiempo, esta 
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tangente corta la curva en el punto de tangencia; por este 
motivo, la sinusoide no es convexa ni cóncava en el punto 
А. Este punto recibe el nombre de punto de inflexión. 


$ 92. Caracteres de convexidad y de concavidad de las curvas. 

TEOREMA. Si la segunda derivada de la función у = f(x) 
es positiva en un intervalo dado de valores de x, la curva es 
cóncava en este intervalo, y sNes negativa, convexa. 

Expliquemos este teorema geométricamente. 

I. Supongamos que en un intervalo dado de valores de x 

Р > 0. w 
Llamando a f'(x) simplemente función, para mayor como- 
Фай, y a f''(x), su primera derivada, apliquemos a f'(x) los 
caracteres de crecimiento y decrecimiento ($ 87); por cuanto, 
conforme a la condición (1) f''(x) es positiva en е] intervalo 
dado de valores de x, la función f'(x) crece en este intervalo. 

Sabemos (§ 66) que 

Г) = k= tg a, 2) 
donde k es el coeficiente angular de la tangente trazada al 
gráfico de la función y = /{х), y а, el ángulo que esta tan- 
gente forma con el sentido positivo del eje Ox. De la igual- 
dad (2) se deduce que, al crecer la derivada f'(x), crece tam- 

y bién tg а y, por lo tanto, 
crece el ángulo a. 

Así, pues, cuando se 
verifica la condición (1), con 
el crecimiento де х crece 
también el ángulo que la 
tangente a la curva y= 
f(x) forma con la direc- 
ción positiva del eje Ox; 
pero esto ocurre sólo cuando 
las tangentes están traza- 
das en puntos situados 
en la parte cóncava de la 


curva (fig. 106). 
II. Supongamos que en un intervalo dado de valores de х 
Fx) <0. (0) 


Llamando, también en este caso, función a f'(x) y su pri- 
mera derivada, a f”(x), apliquemos de muevo a f'(x) los 
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caracteres de crecimiento y decrecimiento; de acuerdo con 
la condición (3), f(x) es negativa en el intervalo dado de 
y, por lot anto, la función /'(x) decrece en 
este intervalo. Conforme a 
la igualdad (2), tg a decrece 4 
también y, por te, 
{шша а 
ingulo а. 
De este modo, cuando 
se verifica la condición (3), 
con el crecimiento de x 
decrece el ángulo que la tan- 
gente а la curva у = f(x) 
forma con el sentido positivo 
del eje Ox; pero esto sólo 
tiene lugar cuando las tan- mw 
gentes están trazadas en 
la parte convexa de la curva (fig. 101 
EJEMPLO. Determinar sila curva у = 23 es convexa o 
cóncava en el punto cuya abscisa es igual a —2. 
SoLucióx. Hallamos la segunda derivada de la función 
dada y establecemos su signo en x= — 


= 
= (Заз = 6х, 
=6-(-9)=-12 


La segunda derivada es negativa; por lo tanto, la curva 
yi = 4 es convexa (véase la fig. 77, 157) en el punto 
con la abscisa igual a —2. 


$ 93. Determinación del punto de inflexión. 

DEFINICIÓN. El punto que separa las partes cóncava y 
convexa de la curva recibe el nombre de punto de inflexión. 

Si el gráfico de la función y = f(x) cambia la convexidad 
por concavidad o al contrario, la segunda derivada de esta 
función debe cambiar de signo, convirtiéndose en cero en 
el punto de inflexión ($ 58). 

Se puede mostrar, que también es justa la afirmación 
par si en un x dado la segunda derivada de la función 

= Да) es igual a cero y cambia de signo al pasar el argu- 
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mento por este valor de x, el gráfico de la función tiene punto 
de inflexión. 

Esta es la condición suficiente y necesaria del punto de 
inflexión, De aquí se deduce la siguiente regla, 

Para hallar el punto de inflexión de la curva у = f(a) 
es necesario: 

І. Hallar la segunda derivada de la función у = f(x). 

П. Igualándola a cero, despejar la ecuación obtenida; sean 
sus raices reales Xy, хь Xy, ele. 

III. Disponiendo los valores de xı Xp ху. en orden 
creciente, sustituir en la segunda derivada, primero, un nimero 
cualquiera menor que x, y, luego, un número cualquiera com- 
prendido entre x, y ху; Si en ambos casos se obtienen signos 
distintos, entonces existe punto de inflexión en x= хр, si 
resultan iguales, no existe punto de inflexión; determinar de 
este mismo modo el signo de la segunda derivada antes y des- 
pués de хь y asi sucesivamente. 

IV. Hallar las ordenadas de los puntos de inflexión, o 
sea, calcular la función para los valores del argumento en que 
tiene lugar la inflexión. 

EjempLo. Hallar el punto de inflexión de la curva y = 
=. 

SoLtcióx. De acuerdo соп la regla, hallamos: 


L a ж = Зла, y" = Bu) = 6x. 
П. 6x = 0, de donde x = 0. 

Ш. Determinamos el signo: 
2=6-(-1)=-6, 
Ya =6-1= 


y 


Como se ve, cuando х = 0 tiene lugar un punto de infle- 
xión. 
IV. y=0=0. 
La curva у = х® tiene el punto de inflexión en el origen 
de coordenadas y aquí pasa de convexa a cóncava, como 
evidencia la alternación de los signos de la segunda derivada 
(Véase la fig. 77, pág. 157). 


*) Se supone que la ecuación tiene un número limitado de raices. 
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Ejercicios 


1. Determinar si la curva y =P Sî + 3x— 1 es convexa о 
cóncava en los puntos cuyas abscisas son: 1) x = 1 y 2) х= 2. 
2. Determinar зі la curva y = xi 4,3 + 8к—2 es convexa о 


1 
cóncava en los puntos cuyas abscisas son: }х= у y 2) х= 2 
3. ¿En qué puntos son convexas o cóncavas las curvas: 


23 = ر 2 و 6+ 3 руе‏ 


Hallar los puntos de inflexión de las siguientes curva 


4S6, 6. =2 


0. 8 ус اور‎ 


іра +44 #—%. 10 ycr + 368—208. ر‎ 


=+ 12 у= RARA 13у 9 за. 


Hallar los intervalos de convexidad у de concavidad de las curvas: 


M y= 2 1S y = سو ج‎ 


z 


$94. regla de determinación del máximo y del 
mínimo de la función. 


Teorema. Si para cierta función y = fla) 


Ра =0, 


esta función presenta un máximo en 
y un mínimo si (а) > 0. 

Demostremos que este teorema es justo, mediante los 
siguientes razonamientos. 

Como f'(a) = 0, la curva y = /{х) tiene una tangente ho- 
rizontal en х = а. Luego, cuando f”(a) < 0, el punto con 
la abscisa x = а se halla en la parte convexa del gráfico 
de la función, y cuando /“(a) > 0, еп la cóncava (como la 
función f” (x) es continua, para los puntos de la curva si- 
tuados en un entorno del punto con la abscisa a se verifica 
la inecuación f” (x) < 0 ó f(4) > 0 y, por lo tanto, se puede 


a si f'(a) <0, 
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hablar de la parte de la curva convexa o cóncava, respecti- 
vamente; véase el $ 92). Por consiguiente, en el primer caso 
se presenta un máximo, y en el segundo, un mínimo, lo que 
era necesario demostrar. 

No obstante, puede ocurrir que cuando f'(a) = 0 tam- 
bién 7 (а) = 0, entonces la segunda derivada no puede apli- 
carse para determinar si la función tiene máximo o mínimo, 
En este caso, hay que recurrir a la primera regla ($ 90). 

De este modo, tenemos una segunda regla para hallar 
el máximo y el mínimo de la función: 

Hallar la segunda derivada y sustituir en ella cada une 
de los valores críticos del argumento; si luego de la sustitución 
de uno de ellos la segunda derivada resulta negativa, entonces 
la función presenta un máximo en este valor del argumento; 
si resulta positiva, un mínimo, y si se convierte en cero, hay 
que recurrir a la primera regla para resolver el problema. 

Examinemos algunos ejemplos. 

EJEMPLO 1. Analizar, en cuanto al máximo y al mínimo 
la función 


y= 4r +9. 

SoLucióx. De acuerdo con la regla, tenemos: 

L y = (8—4 +9) = 2x — 4. 

П. 2x —4=0, de donde x= 2. 

Ш. y” =(2x 4) =2. 

La segunda derivada ha resultado positiva; por lo tanto 
presenta un mínimo en х=2. 

EJEMPLO 2. Analizar, en cuanto al máximo y al mínimo, 
la función 


з — 238 +30: +15. 


218-305 + з= 34 — 2lx + 30. 
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П. 32 — 215 + 30 = 0 6 2 — Tx + 10=0, de 
donde 


Ш. y” = (3x? — 21x + 30) = 6x — 21. 
En la segunda derivada sustituyamos x por los valores 
2 y 5 alternativamente: 
vi-s =6:2— 2 = —9, 
6-5-21 = +9. 
Como se ve, la función presenta un máximo en x = 2, y un 
mínimo, en x= 5. 


EJEMPLO 3. Analizar, en cuanto al máximo y al míni- 
mo, la función 


у=. 
SoLución. 1. у = (0) = 4è. 
П. 422 = 0, de donde х = 0. 
UL y” = (4x8) = 12x. 
Sustituyendo el valor х = 0, obtendremos: 

мә =12-0@=0. 
La segunda derivada ha resultado igual a cero, motivo 
por el cual no se pueden determinar el máximo y el mínimo 


utilizando este método. Recurriendo a la primera regla, 
hallamos 


MAP=4, 
=4-P=44 


El cambio del signo de la primera derivada indica que 
la función presenta un mínimo en x= 0. 
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Ejercicios 

Investigar, en cuanto al máximo y al mínimo, las funciones: 

р, 2 у= 3, уса? 6+3 & у= 
5. y= 109 6360—10. 6, у =P 


6+1 


—a 2208—0400. Ш.у зз 


Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las funciones: 
у= Pt 13 6ڈ چ کو چ کوس کت و‎ 

Determinar si presentan máximo o mínimo las siguientes funciones: 
itt 

Tor 
$ 95. Problemas de la determinación del máximo y del mínimo 
de la función. La teoría del máximo y del mínimo de la función 
tiene extensa aplicación tanto en las propias matemáticas 
como en las disciplinas técnicas. Resolvamos algunos pro- 
blemas. 

PROBLEMA 1. Partir el número 20 en dos sumandos de 
forma que su producto tenga el valor máximo. 

SoLucró. Buscaremos estos sumandos. Designemos uno 
de ellos con la letra x; entonces, el otro se expresará por 
20 — x. El producto de ambos es una variable que cambia 


al variar el sumando x. Designando el producto con la letra 
y, anotaremos: 


۴ 
му 71572 


y=x(20—x). 

Hemos obtenido una función que expresa la dependencia 
de y respecto al sumando x. En el problema se requiere 
hallar el valor de x en que y alcanza el máximo, es decir, 
el problema se reduce al cálculo del máximo de la función. 
Operemos conforme a la regla del $ 94. 


L y =[x(20— а) = (20x — 23) = 20 — 2x. 
П. 20 — 2х = 0, de donde х = 10. 
Ш. y” = (20 —2x) = 
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Por consiguiente la función presenta el máximo en х = 10. 
El número 20 debe descomponerse en dos sumandos iguales 
y entonces su producto será el máximo. 
PROBLEMA 2. Hallar la altura del 
cono de volumen máximo que puede 
inscribirse en una esfera de radio R. 
Soución, Designando el radio de 
la base, la altura y el volumen del 
cono con 7, h y v, respectivamente, 
anotaremos: 


v=1 zr 
Esta igualdad expresa la dependencia 7 
de urespecto a dos variables y y h; ex- 

cluyamos una de ellas, 7, precisamente. 
Para ello, del triángulo rectángulo A BD 
(fig. 108) deducimos (por el teorema de la perpendicular 
bajada desde el vértice del ángulo recto a 1а hipotenusa): 


40° = BO- DO, 


FIG. ма 


7? = h(2R — h). 
Sustituyendo el valor de 7? en la fórmula del volumen del 
cono, obtendremos: 


v =! яй2К— h). 


Vemos que el volumen v de un cono inscrito en una 
esfera de radio R es función de la altura А de este cono. 
Hallar la altura para la que el cono alcanza el volumen 
máximo significa hallar el valor de й en que la función v 
presenta el máximo. 

Determinamos el máximo de la función v: 


(Re ES 5 =} 
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Sustituyamos A por й, = 0, primero, y por Љ = + R, 
después, y obtendremos: 


En el primer caso tenemos el mínimo, en el segundo, el 
máximo buscado. 


Por consiguiente, cuando% = 


+ 


Е, el cono inscrito en una 


esfera de radio R alcanza el máximo volumen. 

PROBLEMA 3. Una ventana tiene forma de rectángulo cul- 
minado por un semicírculo. El perímetro de la figura de la 
ventana es de 6 m, ¿Cuáles deberán ser sus dimensiones 
para que deje pasar el máximo de luz (fig. 109)? 

Sotución. Como se sabe, la cantidad de luz que pasa рог 
una ventana es tanto mayor cuanto mayor sea el área de 
ésta. Designemos: 

AD= 


entonces, la longitud de la semicircunferencia BmC será 
3, y la altura de la ventana 


л 
a —2r ar 
pt. 
El área de toda la ventana consta delas 
al lo áreas del rectángulo ABCD y del semi- 
E círculo BmC. Por las respectivas fórmulas 
ў hallaremos: 
Razr рз 2 
ра 
7 
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Designando con la letra y el área de la ventana, obtendremos: 


120—212 lr dt 
PE 


ME 
з= g 
Vemos que, en las condiciones de nuestro problema, el 
área y de la ventana es función de su base x, y el proble- 
ma se ha reducido a hallar el máximo de la función y. 
Analicemos el máximo de la función obtenida: 


(=т= 24—8r 


п. B=e- 


ш у (=> 


La segunda derivada ha resultado negativa, por lo tanto 
el área de la ventana es la máxima cuando x = 12. 


Para que por una ventana cuyo contorno sea de 6 m 
pase la cantidad máxima de luz, su anchura debe ser igual a 
2 


—— 2168 m. 
+ 


Ejercicios 

1. Descomponer el número 12 en dos sumandos cuyo producto tenga 
el valor máximo. 

2. Descomponer el пбтего10 en dos sumandos de forma que la 
suma de sus cuadrados sea la mínima. 

3. Descomponer el número 8 en dos sumandos de forma que la suma 
де sus cubos sea la mínima. 
ы. 5 ¿Cul es el número que al restarle su cuadrado arroja la diferencia 

5. ¿Cuál de los rectángulos con perímetro igual а 50 cm tiene el 
área máxima? 

'6. A lo largo del límite de una parcela rectangular de tierra de 
10.006 m? hay que excavar una zanja. ¿Qué dimensiones deberá tener 
la parcela para que la longitud de la zanja sea la mínima? 
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7. La suma de la base y la altura de un triángulo es igual a 10 cm. 
¿Qué tamaño deberá tener la base para que el área del triángulo sea 
la máxima? 

8. En los ángulos de una plancha de hierro cuadrada de 30 cm de 
lado, hay que recortar cuatro cuadraditos de modo que, después de plegar, 
de la parte restante, se obtenga una саја de la capacidad máxima. ¿Cuáles 
serán, en este caso, las dimensiones de los cuadraditos cortados? 

. En los ángulos de una hoja de cartón rectangular de 30 х 30 cm, 
hay que recortar cuadraditos de modo que, después de plegar, de la parte 
restante se obtenga una caja con la superficie lateral máxima. Calcular las 
dimensiones de los cuadraditos recortados. 

10. Una ventana tiene forma de rectángulo cuya parte superior 
culmina con un triángulo regular. El perímetro de la ventana es de 3 m. 
¿Cuál deberá ser la base del rectángulo para que la ventana tenga el área 
maxima? 

11. La sección de ша canal de esclusa tiene forma de rectángulo ter- 
minado en semicirculo. El perímetro de la sección es de 4,5 m. ¿Qué 
radio deberá tener el semicirculo para que el área de la sección sea” la 
máxima? 

12. Se requiere fabricar un cajón con tapa, cuyo volumen sea de 72 dm? 
y la relación entre los lados de la base, 1:2. ¿Qué dimensiones deberán 
tener todos sus lados para que la superficie otal del cajón sea la minima? 

13. El volumen de un prisma rectangular regular es de В dm, ¿Cuál 
deberá ser el lado de la base para que la superficie total sea la mínima? 

14. Hay que guarnecer con estaño un recipiente de 4 mò de capacidad 
y base cuadrada abierto por su parte superior. ¿Qué dimensiones deberá 
tener el recipiente para que el gasto de estaño sea el mínimo? 

15. Hallar la magnitud del radio de la base y de la altura de un 
cilindro de 27% ст“ de volumen, cuya Superficie total es la mínima, 

16. ¿Qué dimensiones deberá tener un recipiente cilindrico de 1 1 de 
capacidad, abierto por la parte superior, para que al fabricalo se consuma 
Ja candidad mínima de material > 

17. En un triángulo isósceles de 20 cm de base y 8 cm de altura se 
ha inscrito un rectángulo. ¿Qué altura deberá tener este último para que 
зы área ма la máxima? 

18, Se requiere confeccionar, con un alambre de 120 cm de largo, 
el modelo de un paralelepipedo rectangular de base cuadrada. ¿Qué tamaño 
deberá tener el lado de la base para que la superficie total del paralele- 
pipedo sea la máxima? 

19. Соп un alambre de 90 cm de largo hay que confeccionar el modelo 
de un prisma cuya базе sea un triángulo regular. ¿Qué lado deberá tener 
esta última para que la superficie lateral del prisma sea la máxima? 

20. Hay que fabricar un embudo cónico cuya generatriz sea igual 
a 20 cm. ¿Qué altura deberá tener el embudo para que su volumen sea el 
máximo? 

21. Hallar la altura del cilindro de volumen máximo inscrito en una 
esfera de radio А. 

22. En un cono, el radio de cuya base es de 6cm y la altura de 15 cm, 
hay que inscribir un cilindro que tenga la superficie total máxima. Deter- 
minar el radio del cilindro. 

j En la parábola 3% = 2ж hallar el punto más próximo al punto 
ө: 
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24. Una lámpara eléctrica pende sobre el centro de una mesa redonda. 
¿A qué altura hay que elevar la lámpara para que sea máxima la оті. 
ación de un objeto que se halle sobre la mesa a 1 та de distancia del 


centro? [La intensidad de iluminación es directemente proporcional al 


E жй аф кош эш КОСЫ 
оаа аена бш кшш 
a e o ro PEE 
dd 
кыды ыы ы кыш шы ы нды шәй шы 
i e E 
REA са ааа 
зен 
AS aia rd aA 
a н 
за ганада A 


27. El espacio recorrido por un cuerpo lanzado verticalmente hacía 
arriba a la velocidad inicial eg, se determina por la igualdad 


Les 
те. 

Determinar la altura máxima de elevación del cuerpo. 

28. La energia emitida por un elemento eléctrico se determina por 
la ecuación 

ER 
RE 
donde E y ¥ son magnitudes constantes. ¿Para qué correlación entre К 
y y la magnitud P presenta cl máximo? 

29. La solidez de una viga rectangular es proporcional al producto 
de su anchura por el cuadrado de la altura. Hallar las dimensiones de la 
viga más sólida que puede obtenerse de un tronco cilindrico de а cm de 
diámetro. 

30. De un tronco circular de diámetro d hay que cortar una viga de 
sección rectangular, de modo que ésta sea igual a todo lo largo. Sabiendo 
que la resistencia а la compresión es proporcional a la superficie de la 
Sección, determinar la dimensión que deberán tener los lados de la sección 
Iectangular para que la citada resistencia sea la máxima. 

31. El momento de flexión en cualquier punto A de una viga apoyada. 
sobre dos soportes con una carga distribuida uniformemente a todo su 
largo }, se determina por la igualdad 


P 


м 


1 
Ма 1 фа, 

q, 

donde x es la distancia del punto 4 а uno de los soportes y q, la carga 

por unidad de longitud de la viga. Mostrar que el momento máximo de 

flexión se halla en el centro de la viga. Determinar la magnitud de dicho 

momento, 


247 


Capítulo IX. Análisis de las funciones por sus derivadas 


$ 96. Construcción de los gráficos de las funciones. En el 

presente capítulo nos hemos familiarizado con el análisis 

de las propiedades de las funciones por sus derivadas. El 

conocimiento de estas propiedades nos permite tener la re- 

presentación de la función y construir su gráfico. 
EyexLo. Construir el gráfico de la función 


1 2 
La az 
6 T3 


SoLucióx, Analicemos la función dada respecto al má- 
ximo y al mínimo. 


La función presenta el máximo en х = 0, y el mínimo, 
en х=4. 

IV. Hallemos las ordenadas de los puntos correspon- 
dientes al máximo y al mínimo de la función: 


2 


3 


1 2 
Ye O 


E A R- 
Ir ¿AAA + 3 


Las coordenadas de los puntos buscados son (0; 


2 


(4 


Determinemos ahora si la función dada tiene punto de 
inflexión, para lo cual la segunda derivada se iguala a cero: 


x-2=0, 


248 


$ 96. Construcción de los gráficos de las funciones 


de donde 
z=2 
Para cerciorarse de que en х = 2 tiene lugar una infle- 


xión, determinamos el signo de la segunda derivada 
# < 2 y x > 2; como resultado obtendremos: жь 


Ya =1-2=-1, 
Ya =3—2= +1. 


El cambio de los signos de la segunda derivada muestra que 
al argumento х = 2 le corresponde un punto de inflexión. 
Hallemos su ordenada: 


1 


п-т 
qe + 


+ 2 E 
”= A 
las coordenadas del punto de inflexión son (2; —2). 
Para representar con mayor claridad el gráfico de la fun- 
ción dada, calculemos las coordenadas de algunos puntos 
més *!. Suponiendo, por ejemplo, x = —2 y х= 6, obten- 
Iremos: 


Yu 


1 2 
EPs 


2 
-4 3) 
y (6:5). Confeccionemos la tabla de los valores hallados 
para las coordenadas de los puntos: 


Las coordenadas de los puntos adicionales son( = 


METERTE 


2 2 2 
2 = ati کے‎ 
3 3 3 


*) Con frecuencia resulta útil hallar los puntos de intersección de la 
curva con los ejes de coordenadas; pero, muchas veces ello presenta grandes 
dificultades cuando se resuelven ecuaciones de grados superiores о ecua- 
ciones transcendentes. 
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Construyamos todos estos puntos y tracemos por ellos 
una línea suave (fig. 110). 
Para construir el gráfico de una función es necesario: 
1. Hallar los valores de х en los que la función dada 
presenta un máximo o un mínimo. 


ға. ш 


2. Hallar los valores de х en los que el gráfico de la 
función tiene punto de inflexión. 

3, Calcular los valores de las ordenadas de los puntos, 
correspondientes а los valores hallados de las abscisas; agre- 
gando a estos puntos algunos más, anotar en una tabla los 
valores hallados de x e y. 

4. Construir los puntos hallados y trazar por ellos una 
linea suave. 


PA 
Construir los gráficos de las funciones: 


Ly lara agate Lye ttie dy 
збы: RA 
قروم دودوم ن‎ жун Ласа шус 


Amat 
3 


1 1 
ھر ل س رھ 2+ یوار 
3 7 4 ۴ 


у=‏ وا Ф Iye‏ مو уед‏ وچو 


= м2 +3. 
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$ 97. Comparación de magnitudes infinitesimales entre sí. 
Concepto de diferencial. I. En el $ 44 hemos examinado las 
operaciones con infinitesimales y mostrado que los resultados 
de su adición, sustracción y multiplicación son también in- 
finitesimales. Sin embargo, el cociente de dividir dos infi- 
nitesimales puede ser no sólo un infinitésimo, sino asimismo 
una magnitud infinitamente grande y finita. 

En efecto, sea a, por ejemplo, una infinitesimal; enton- 
ces, a? y 24 serûn también infinitesimales. Al dividirlas entre 
sí, son posibles los siguientes casos: 


1) el cociente 2 = а es una infinitesimal, 


2 es una magnitud infinitamente gran- 


2) el cociente 


de y 


3) el cociente 22 = 2 es una magnitud finita. 


El primer cociente muestra que la infinitesimal aè es 
una parte ínfima de a y, por lo tanto, tiende a cero mucho 
más de prisa que æ. 

El segundo indica que æ, aunque disminuya indefinida- 
mente, sigue siendo mucho mayor que a?, o sea, tiende a 
cero más despacio que la magnitud «*. 

Lo dicho puede ilustrarse en la siguiente tabla: 


|a jr fos poor [oso Jomo | о | 
| æ | 1 (oor | ooo | 0.000001 | 0.000001 0 
| E| aor ош [oor fon | -0 
Г.Т | 

[E [a [so ю | 10000 He 
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Se ha aceptado dar el nombre de infinitesimal de orden 
superior a la infinitesimal a? respecto а la а, y a esta últi 
ma, infinitesimal de orden inferior respecto a 1а infinitesimal 
e. 

En lo que se refiere a la tercera relación, de ella se deduce 
que las infínitesimales 2а y a tienden a cero con la misma 
rapidez, por cuanto al variar, el cociente se mantiene 
constante, Suele decirse que estas infinitesimales son del 
mismo orden. 

Así, pues, el cociente de la división de dos infinitesima- 
les permite compararlas entre si. Esta comparación es de 
especial utilidad cuando se efectúan cálculos aproximados 
donde el despreciar infiitesimals de orden superior simplifica 
considerablemente las operacion: 

Еукмтто 1. Comparar el orden del infnitésimo de # + 
+a y x, si x> 0. 

SoLución. Hallemos 


=0+0=0. 


Por consiguiente, el orden de la infinitesimal 1% {+ x es 
superior al de x. 

Ејемғіо 2. Comparar el orden del infinitésimo de 3x + 
+a y х, si >0. 

SOLUCIÓN. 


ы 


=на@ +4 =3 +03. 


Como se ve, las infinitesimales 3x + 43 у x son del mismo 
orden. 

EjeMPLO 3. Comparar el orden del infinitésimo de Vx 
ya sizo. 

SOLUCIÓN. 
1 


= Ит — = оо. 
seyr 


Por lo tanto, el orden de la infinitesimal VE es inferior al 
е х. 

EjempLo 4. Comparar el orden del infinitésimo de 
3semx y 2tg?x, si x-0. 
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SoLución. En el $ 49 se mostró que sen ху tg х equiva- 
len a x cuando х + 0 y, por lo tanto sen х y ig x se pueden 
sustituir рог x. Tomado esto en consideración, hallaremos: 


= (sen 3)? 
Эме een 37 = ےا‎ у 0, 
20 2tg х 2+0 2(tg з)! 090 222 a02 


De aquí se evidencia que el orden de la infinitesimal 3 sen? х 
es superior al de 2 tg? х. 

EJEMPLO 5. Mostrar que, si 10, 2 tg? х +3 sent x 
y x? son infinitesimales del mismo orden. 

SoLucióN. Sabiendo que tg x y sen х equivalen a х 
cuando х > 0, hallaremos: 
lim 2g + Ззет?х _ иш 254 + 3 _ 
а ш эе 


Asi, pues, las infinitesimales 2 tg? х +3 sen? x y 4® son 
del mismo orden. 

La solución de este ejemplo puede simplificarse algo si 
3 sen? x se desprecia como infinitesimal de orden superior 
al de tg? x (véase el ejemplo 4): 


Se ha obtenido el mismo resultado. 
II. Tomemos la función y = 1%; su incremento 


Ay = 2хАх + (Ax) 16) $ 55). 

El coeficiente de Ax es la derivada de la función dada 

y, por lo tanto, la última igualdad se puede transcribir así: 
Ay=y'Ax + (Ах). @) 

Comparemos la variación de la magnitud de ambos 
sumandos del miembro derecho de la igualdad (1), si Ax 
disminuye, Suponiendo, por ejemplo, x=2 y, por consi- 


guiente, y = 4, confeccionemos la siguiente tabla de valores 
de estos sumandos: 


[2 [ox | ою 0,001 
у. |+ [о [ом | oo 
[а= |1 | aor [оо | oor 
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Como se ve en la tabla, los sumandos y'Ax y (Ax)? dis- 
minuyen al disminuir Ax; además, el primero, proporcio- 
nalmente a Ax, y el segundo, mucho más deprisa. 
Mostremos que esto se verifica para toda función dife- 
renciable f(x). 
Sea dada la función y = f(x). Su derivada 


he 
De acuerdo con la definición del límite de una variable 

($ 43), tenemos: 
РА 
ar? 


donde а es una infinitesimal cuando Ах > 0. De aquí 
Ау = y'Ax + adr. (2) 
También en este caso, al disminuir Ax el primer suman- 
do y'Ax disminuye proporcionalmente a Ax, y el segundo 
Ах, más deprisa, por cuanto la relación Ете es una 
infinitesimal si y! 3 0, es decir, el orden de la infinitesimal 
«Ах es superior al de у'Ах. Por lo que la expresión y'Ax 
recibe el nombre de parte princi pal del incremento de la función 
y=. 
DEFINICIÓN. La parte principal y'Ax del incremento de la 
función y = f(x) se llama diferencial de la función. 
La diferencial de la función y = /(х) se designa con el 
simbolo dy. De este modo 
dy = y' Ax. 8) 
La diferencial del argumento dx se toma igual al incre- 
mento del argumento Ax, о sea, 
ax = Ax. 


Por este motivo, la igualdad (3) puede anotarse еп la si- 
guiente forma: 


dy = y'dx. (4) 


o sea, la diferencial de la función es igual al producto de la 
derivada de la función por la diferencial del argumento. 
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De la fórmula (4) se deduce: 
бу 
у= 2. 6) 
La igualdad (5) muestra que la derivada de la función 
cs la razón de la diferencial de la función a la diferencial del 
argumento. Sobre la base de esto, la derivada de la función 
se expresa con frecuencia en la forma 2 y se lee “d y 
entre dx”. 


111. Sustituvendo en la igualdad (2) y'Ax por el símbolo 
dy, escribirems 


Ay = dy Фах. (6) 
Como se mostró anteriormente, el orden de la infinitesimal 
«Ax es superior al de y'Ax = dy y, por lo tanto, despreciando 
el sumando «Ax en la igualdad (6). obtendremos: 
Ay ж dy. (7) 
En los problemas prácticos se aplica con frecuencia la 
fórmula (7), es decir, se toma la diferencial de la función 
en lugar de su incremento, siendo el error insignificante y 
tanto menor cuanto menor sea Ax. 
Nota. Si se tiene una función lineal, Ay = dy. En efec- 
to, para la función у = Ах +b el incremento será: 
Ay = kx + Ax) +b — (kx +0) = 
= kx ЕЛЕ +b — kx — b = ААХ, 
El factor Ё es la derivada de la función lineal, por lo 


que el miembro derecho de la última igualdad expresa la 
diferencial de la función dada, o sea, 


kar = 
Asi, pues, si la función es lineal 
Му = dy. 


у. 


Ejercicios 


Y, Mostrar que sí «д 
а) Srî es una infinitesimal de orden superior al de x; 
b) 3x y x son infinitesimales del mismo orden у 


c) YA es una infinitesimal de orden inferior al de x. 
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2. Mostrar que, si x-»0, 249 + 4x y x son infinitesimales del mismo 
orden. 


З. Mostrar que, si x >0, 249 4 4a? es una infinitesimal de orden 
superior al de x. 
4. Mostrar que si z0 
a) 2 sen x y х son infinitesimales del mismo orden; 
b) sen? x es una infinitesimal de orden superior al de x y 
©) tg 3x y x son infinitesimales del mismo orden, 
5, Comparar el orden del infinitésimo de sen 2r + tg 3x y x cuando 
6. Comparar el orden del infinitésimo: 
a) I—=cosx y s sir>0; digryrsr>0y 
b) l—cos z у а, х0: e) Ios 2r ya six >0, 
©) Й1—о» ху x siro. 


7. Comparar el orden del infínitésimo: 
a) lx y Ia si rel; 


а езу ө 2r, si sE 


Bos умазын аж garra. 


c) sen x y 1—cos х, si z= 0. 
В. Mostrar que tg x — зеп x y э son infinitesimales del mismo orden 
si 50. 
$ 98. Representación geométrica de la diferencial. Tomemos 
la función y= f(x) cuyo gráfico está representado en la 
fig. 111. Sea la abscisa del punto М 
ОР = х; 
entonces, su ordenada 
PM = y = 0). 
Demos al argumento х el incremento РР, = dx y en el 
punto P, levantemos P M, perpendicular al eje Ox, y desde 
el punto М tracemos MỌ ||Óx. Entonces, como se sabe 
(8 56), 
QM, = Ay. 
Tracemos la tangente a la curva en el punto M. El segmento 
ON obtenido, igual al incremento de la ordenada del punto 
М que se desplaza рог la tangente, recibe el nombre de 
incremento de la ordenada de la tangente. Del triángulo 
rectángulo МАЮ, tenemos: 


ON = MỌ tg x NMQ. 
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Pero 
MQ = PP, = dx, 


y recordando el concepto geométrico de la derivada ($ 66), 
anotaremos: 


tg x NMỌ = tg a= y’. 
Y 5 


de 


тои: FIG, 12 


Por esta razón 


ох 
De acuerdo con (4) ($ 97) 

y dx = dy, 
por consiguiente, 


ON = dy. 


De este modo, si en el punto M de la curva y 
za una tangente, la diferencial de la función y 
punto estará representada por el incremento de la ordenada de 
la tangente, que corresponde al incremento dx de su abscisa. 

La diferencial de la función en un punto dado puede ser 
tanto menor que su incremento (fig. 111), como mayor 
(fig. 112). 


$ 99. Diferencial de segundo orden. La diferencial dy de la 
función y = f(x), denominada primera diferencial o diferen- 
cial de primer orden es también función de х y, por lo tanto, 
puede hallarse su diferencial que recibe el nombre de segunda 
diferencial o diferencial de segundo orden. En este caso, se 
escribe d(dy) o, abreviando, йу y se lee: "d dos y”. 
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Hallemos la expresión de la diferencial de segundo or- 
den de la función por su derivada, Para esto diferenciemos 
respecto a x la igualdad 


dy = yax, 
considerando que dx es un factor constante (por cuanto dx 
no depende de л): 
Фу = d(y'dx) = 40у) dx. 
Pero conforme a la fórmula (4) ($ 97). 
dy) = (yds = yax. 


Por esto 


Фу = у'ах-йх = удо, а) 


es decir, la segunda diferencial es igual al producto de la se- 
gunda derivada de la función por el cuadrado de la diferencial 
del argumento. 

De la igualdad (1) se deduce 


а 

Esto permite expresar la segunda derivada de la función 
en forma de cociente ЕЧ que se lee asi: “2 dos y entre d 
x cuadrado”. 


$ 100, Aplicación de la diferencial a cálculos aproximados. 
Examinemos algunos ejemplos de utilización de la diferencial 
en cálculos aproximados. 

a) Determinación del incremento de la función. 

EjempLo 1. Hallar aproximadamente el incremento de 
la función y = 222 +3 si x=2 y Ax = 0,001. 

Sotución. Como el incremento del argumento es una 
magnitud pequeña, de acuerdo con la fórmula (7) ($ 97) е1 
incremento de la función puede sustituirse por su diferencial. 

Mas la diferencial de la función dada es 


dy = (202 +3)'dx =4xdx Mm 


Sustituyendo en la igualdad (1) x y dx por sus valores se 
tiene: 
dy +4 - 2 - 0,001 = 0,008. 
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$ 100. Aplicación de la diferencial a cálculos aproximados 


Por consiguiente 
Ay =0,008. 

Veamos qué error se comete al tomar la diferencial en 
lugar del incremento. Para ello, hallemos el valor exacto 
del incremento de la función (véase el ejemplo 1, $ 55): 

Ay =4xAx +2(Ax)? = 4 - 2 - 0,001 +2/0,001)*= 

= 0,008 + 0,000002 = 0,008002. 
Comparando el valor exacto de Ay con el aproximado 
vemos que el error cometido es igual a 0,000002. Expresán- 
dolo en tantos por ciento, se tiene: 


0.000002 < 0,00025 = 0,025%,. 
0.008002 


El error ha resultado muy pequeño. 

EjemeLo 2. Al calentar una bola de radio К =20 cm, 
su radio se alargó en 0,01 cm. ¿Cuanto aumentó el volumen 
de la bola? 

SoLución. El volumen de la bola (esfera) se determina 
por la fórmula 

4 
»= rR. 

Conforme a la ley expresada por esta fórmula, a cada 
valor de R le corresponde un valor determinado de v, o sea, 
о es función de R. Por lo tanto, nuestro problema se reduce 
a determinar el incremento de la función v para un incremento 
determinado del argumento R. Como este último incremento 
es pequeño (AR = dR = 0,01), el incremento de la función 
puede sustituirse рог su diferencial [(7), $ 97]. 

Hallamos la diferencial de la función v: 


22-3848 = 4а, 


Pero 
R=20 y 4К=001. 


Por ello, 


4x 20*. 0,01 = 16= ст. 
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b) Cálculo del valor numérico de la función. Sea nece- 
sario hallar el valor aproximado de la función 
Да) =2 +3 


si x, = 2,001, o sea, la magnitud de /(2,001). 
Representemos x, en forma de suma 


),001, 


“n= 


donde consideraremos que 0,001 es el incremento del argu- 
mento. 


De la fórmula para el incremento de la función 
Ay = f(x + Ах) — f(x) 
hallaremos: 
Se + Ах) = Да) + Ay. 


Suponiendo que Ах es una magnitud pequeña, podemos 
sustituir Ay por dy; entonces, la última igualdad se trans- 
cribirá en la forma 


Дх + Ax) x Да) +dy. (2) 
Aplicando la igualdad (2) a este ejemplo, podemos anotar: 

/@ +0001) ж Д2) + dy. 

Pero 

dy = 4xdx =4-2- 0,001 = 0,008, 

50) =2.2 +3 =1. 

Por lo que 

ЈС +001) = f(2,001) == 11 +0,008 = 11,008. 


La igualdad (2) puede servir de fórmula рага el cálculo apro- 
ximado del valor de la función. 

¢) Cálculo por fórmulas aproximadas. Utilizando la fór- 
аш (2), dédicamos las (Жийен aproximadas рага el 
cálculo de algunas expresiones. 

1) Tomemos la función 


$ 100. Aplicación de la diferencial a cálculos aproximados 


y supongamos que el ángulo я, igual а cero, recibe un in- 
cremento а muy pequeño. Apliquemos la fórmula (2), supo- 
niendo en ella x = б y dx = а. Obtendremos: 


JO +a) = f(0) +dy. 


Pero 
dy = (sen хуйх =cosx-dx=cos0-2=a 
y 
До) =sen0=0. 
Por lo tanto 
S0+2)=0+a, 
o 


sen a x a. 


De aqui se deduce que el seno de un ángulo muy pequeño 
es aproximadamente igual al propio ángulo; además es nece- 
sario recordar que el ángulo debe expresarse en radianes. 
Por ejemplo, sen 0,003 ж 0,003. En cíccto, expresando es- 
te ángulo en grados, hallaremos: 


O e 017° уу, 


рего 
sen 107 = 0,003. 


2) Tomemos la función y = л” y supongamos que x, igual 
a 1, recibe un incremento Ах = a muy pequeño en compara- 
ción con la unidad. Entences, de acuerdo con la fórmula 
(2), se tiene: 


Жї +a) = fA) +dy. 
Pero 


dy = (J dx = патак = n 1-2 na 


Шу 


=1. 


JA 4:4) 21 -F #2, 
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o 
(1 +a)" #1 Hna 6) 
De este mismo modo exactamente se puede deducir la igualdad 
(1 — a)" 1 — nx. (4) 


Por las fórmulas (3) y (4) pueae caicuiarse aproximada- 
mente la potencia de un número próximo a la unidad; por 
ejemplo: 

1015 = (1 +0,015)*=1 +2- 0.015 =1,03, 

0,9882 = (1 — 0,0121 — 3 - 0,012 = 0,964. 

3) Deduzcamos la fórmula para el cálculo aproximado de 
la expresión PI Fx, donde a tiene un valor pequeño en 
comparación con la unidad. Para este fin, representemos 
JI Fa en forma de potencia 


Й Fa= (1+ а). 
Mas, рог la fórmula (3) 


1 1 
(+a x1 + а, 


o 


+з +15. (5) 
De modo análogo se deduce la fórmula 
Mazi- (6) 
Por las fórmulas (5) y (6) puede hallarse fácilmente el 
valor de la raíz de un número próximo a la unidad; por 
ejemplo: 


VIB = ү F003 = 1 +57003 =1015, 


10364 = 1 — 0056 = 1 — 4 - 0,036 = 0,988. 
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$ 101, Curvatura de la curva 


Ejercicios 
Hallar la primera diferencial de las funciones: 

2ے 1 1-1 = 
سر لوو او لر 
ы á 1+2 2 o ы *‏ 


1 T. х 
ша 63=]L 7 y= ar ` 
ran p з=н, 

8. Hallar la diferencial del espacio expresado por la ecuación s = 5 f, 
sit = ty At = 0,01. 

9. Calcular aproximadamente el incremento de la función y = 4" — 
— 543 + 80 al pasar el argumento de x = 4 a x = 4001. 

10. El lado de un cuadrado es igual a 5 cm. Hallar el incremento 
aproximado de su área si el lado aumenta 0,01 cm. 

11. Hallar el incremento aproximado del área de un círculo, si su radio 
varía de 30 cm a 50,1 cm. 

12. Ellado de un cubo, igual a 1m, se alargó 10 cm. ¿Cuánto aumentó 
el volumen del cubo? 

13. Un paralelepipedo rectángulo de 10 cm de altura tiene por base 
un cuadrado cuyo lado es igual a 20 cm. ¿Cuánto aumentará el volumen 
del paralelepipedo si el lado de la base se alarga 0,02 cm? 

14. En un cono el radio de la base es igual a 15 cm y la altura con- 
tiene 20 cm. ¿Cuánto aumentará su volumen si el radio de la base se 
alarga 0,04 cm? 

15. Al calentar una esfera de radio R = 9 cm, su volumen aumentó 
32,4 cm. Hallar el alargamiento del radio de la esfera. 

16. Al calentar un cubo de radio а = 10 cm, aumentó en 0,06 de su 
volumen. Hallar el alargamiento de la arista del cubo. 

17. Al calentar una esfera, aumentó en 0,0024 de la magnitud de 
su volumen. ¿En qué tanto por ciento aumentó la longitud de su radio? 

18. ¿Qué tanto por ciento constituirá el error cometido en el cálculo 
del área de un círculo, si al medir su radio se cometió un error del 1%? 

19. El volumen de un cubo aumentó en el 6% de su magnitud. ¿En 
qué tanto por ciento aumentó su arista? 

Hallar el valor aproximado de las siguientes fanciones: 


20. y = aè + z, si ж = 1 
21. у= 342r], si x= 203 
22. y 


3. y 


Ay 
25. y= کرو و‎ 


үз +» 
$ 101, Curvatura de la curva. Sea dada una curva que se define por la 


ecuación y = Да) (fig. 115). Tomemos en la misma dos puntos A y В 
y tracemos en ellos las tangentes a la curva. Al pasar del punto А al B, 
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la tangente cambia en cierta magnitud el ángulo que forma con el sentido 
positivo del eje de abscisas. Si designamos con a el ángulo que la tangente 
en el punto А forma con el eje Ол, entonces, el que la tangente en el 
punto B forma con ese mismo eje, al recibir el incremento Ax, será igual 
ад + Да, y el ángulo entre dichas tangentes, Ax, como evidencia la fig. 113. 
La magnitud Ax puede considerarse como el ángulo de desviación de la 
tangente respecto a su posición inicial. 


9 


rie. ua 


Dividiendo Ax por la longitud del arco АВ = As, obtenemos la mag- 
nitud media del ángulo de desviación por unidad de longitud del arco. 


La razón ÑE recibe el nombre de ewsatwa media de la сита en su 


parte 48. La curvatura media de la curva en sus distintas partes puedo 
ser diferente, 

imitamos ahora que el punto В, al moverse por la curva, se aproxi 
infinitamente al 4 у As disimimuye, tendiendo а cero; entonces, el límite 


dea razón 99 ейи la curvatura de la curoa en 1 Punto 4. Designando 
con la letra K 1а curvatura de la curva en ese punto, tendremos: 


Derixiciós. Se Пата curvatura de la curva en un punto dado A de la 
misma el límite a que tiende la curvatura medía del arco АВ cuando el punto 
B se aproxima infinitamente al A. 

Conforme a la definición de la derivada ($ 63) 


de 
к- 4 1 
7 m 


$ 101. Curvatura de la curva 


“Transformemos el miembro derecho de esta igualdad expresando 
da y ds por las derivadas de la función y = f(s). 

De acuerdo con el concepto geométrico de la derivada ($ 66), se 
tiene 


чау. 
donde x es el ángulo que la tangente a la curva y = Да) єп el punto А 
forma соп el sentido positivo del eje de abscisas (fig. 113); de donde 
a= are tg y. 


En esta igualdad arc tg у' es una función compuesta, por cuanto 
are tg J’ depende de y, y esta última, de x. Diferenciemos respecto 
al argumento x la última igualdad; obtendremos: 


= 
а 
de aquí 
¿PE a 
1407 


Hallemos la expresión ds por la derivada de la función y = f(a). Para 
«Шо, volvamos a tomar ese mismo arco AB de la curva (fig. 114). Conside- 
raremos la longitud de АВ como el incremento del arco Mp correspon- 
diente a los incrementos PQ = Ах у RB = Ду. Si Ax es suficientemente 

pequeño, el segmento de arco AB puede considerarse recto; en este caso, 
aplicando el teorema de Pitágoras, obtendremos: 


AR = AR + REA, 


(As? = (87? + (Ауу. 


Dividiendo por (Ax)! ambos miembros de 
la igualdad, hallaremos 


(5) 


FIG. 14 


de aquí 


на = m i+ 
ar a 2 
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Aplicando los teoremas del timite dela ralz, la suma y la potencia ($ 49, 
Ap ы y la potencia ($ 45) 


Vel) ESOS 


=|" (2 27- ка 2). ө 
arse z 
As_ ds 


Pero 


tim LL уы 2 y; 
amedr عه‎ Y мем ” 


por lo que la igualdad (3) tomará la forma 


Ж: ысын 
ENFO 
de donde 
4 = VIFF ás. w 
Sustituyendo los valores dx y ds en la expresión (1), obtendremos: 
к-ди = ۳ 
ساچ‎ ag 27 — 
II NT A 
ie A 


FNP 
La formula (3) permite hallar la curvatura de una curva definida por la 
ecuación у = Да). en un punto cualquiera de la misma. 


$ 102, Curvatura de la circunferencia. La curvatura de la circunferencia 
puede determinarse por la fórmula (3) ($ 101), pero es mucho más sencillo 
hallarla por medio de los siguientes razonamientos. 

"Тасетов las tangentes en dos puntos Ay B dela circunferencia (fig. 115). 
Designando el arco A B con As, hallemos la curvatura media en esta parte; эе 


expresará por el quebrado 2% Trazando 


los radios a los puntos de tangencia, 
obtendremos: 
440,8 = Ax, 

por cuanto los ángulos 40,8 y Ax están 
formados por rectas perpendiculares 
entre si. Pero, como se sabe, el ángulo 
en radíanes se mide por la razón de 
cociente de la longitud del arco al radio; 
г Рос consiguiente, 


Y 


pets, 
к 
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de donde 


R 
Es evidente que, tomando otro segmento cualquiera de 
ferencia, llegaríamos а esta misma conch 


para todo punto de la circunferencia, es 
decir, la curvatura de la circunferencia es 
constante en todos sus puntos e igual a la 
magnitud inversa del radio. 


$ 103. Radio de curvatura de la curva: 

Cuando se estudia la curvatura de una 

curva, se toma una circunferencia cuya № 

curvatura sea igual a la de la curva en uno 

u otro punto de la misma. El centro de 

esta circunferencia se denomina centro de 

curvatura de la curva en el punto correspon- 

diente; el radio, radio de curvatura en ese 

punto, y la circunferencia, circulo osculador FIG. 106 
(9р. 116) 

Derixición. Se Пата circulo osculador en el punto M de una curva la 
cicunfeencia que pasa por ese punto, tiene зра Corra que la curea y 
una tangente comin con la misma. 

Observemos que el centro del cireulo osculador se sitúa siempre en la 
parte cóncava de la curva. 

Sabemos (véase el $ 102) que la curvatura de la circunferencia 

һ-1, 
R 


de donde 


R=. 


к 
Por consiguiente, el radio de curvatura de la curva en un punto de 
«Па se define por esa misma igualdad. 
Sustituyendo X por su valor tomado de la igualdad (5) ($ 101), obten- 


dremos la fórmula para determinar el radio de curvatura de una curva 
en un punto cualquiera de ella: 


пж (утра ө 
y 


Aplicando esta fórmula a una recta dada, por ejemplo, por la ecuación 
E b, obtendremos: 
POETA 
° 


R 


$ 


por cuanto y =à e y” 
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кө dr ue lr rela pasde crac como ма оне 
„е o 
O dea cr ym e 
م‎ 
تات‎ At odo کا‎ ri y la pda de 
ү. 


de la función y = 2:" para el punto con la abscisa я = J: 


voest ey үз=4®-зук 
Ж. 


УТ (A = 4 para todo x. 
Sustituyendo los valores de y/ e y” en la fórmula (1), obtendremos: 


uapa _ (1 + PF 09727 _ олз, 
+ + тея 


Ejercicios 
Hallar el radio de curvatura de las siguientes curvas: 
1. у = at + x en el punto 00; 0) 

2. у = xx + Len el punto con abscisa х 
3. xy = 4 en el punto А0; 2). 

4 yê 43 en el punto А(1; 2). 

5. yf -+ 13 + x en el punto con la abscisa я = 
6. y = е7 en el punto А(0; 1). 


7. y = sen х en el punto con la abscisa x 


Z 
8. y= cos x en el punto A 


9. En la curva y 


3 xe, Ballar cl punto en que el radio de curvatura 


es el mínimo, 


Capítulo XI 
La integral 


$ 104. Concepto de integral indefinida. Cuando se tiene una 
función, puede hallarse su derivada; basta con aplicar las 
reglas que ya conocemos. Como sabemos, este cálculo es 
de gran importancia práctica. Por ejemplo, si se da la ley 
del movimiento de un cuerpo, hallamos su velocidad como 
derivada del espacio respecto al tiempo ($ 61 y $ 63); por 
la ecuación de una curva determinamos, mediante la derivada, 
el coeficiente angular de la tangente trazada a este curva 
($ 66), ete. 

Sin embargo, con frecuencia se precisa resolver el pro- 
blema inverso: por la velocidad conocida del movimiento de 
un cuerpo, determinar la ley de este movimiento; por el 
coeficiente angular dado de la tangente a la curva hallar 
la ecuación de esta curva, etc., es decir, por una derivada 
dada, hallar la función de la que se deriva. Por este motivo 
necesitamos conocer las reglas para resolver el citado pro- 
blema. 
ñalemos que la función no sólo puede hallarse por su 
derivada dada, sino también por su diferencial, por cuanto 
la derivada y la diferencial presentan una correlación sen- 
cilla ((4) ($ 97)). Prácticamente es más cómodo buscar la 
función por su diferencial; por ello, a continuación emplea- 
remos la diferencial para resolver el problema inverso. 

Sea la función 


y =F a) 
que tiene la derivada f(x); entonces, su diferencial 
dy = fix) dx. (2) 


La función (1) se llama Primitiva con relación a su diferencial 


a. 
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Derixición. Se llama función primitiva de la expresión 
fix) dx la función F(x) cuya diferencial es igual a fla) dx. 
Sin embargo, a la diferencial de una función le corresponde 
no una primitiva única, sino un conjunto de ellas que se 
diferencian entre sí por un sumando constante. En efecto, 
sea F(x) la primitiva para la diferencial f(x) dx. Entonces, 
toda función de la forma F(x) + С, donde С es una constante 
arbitraria, será primi para f(x) dx, por cuanto 


(Elx) +C)' =F'(x) +C' = fix) +0 = f(x). 


Y, al contrario, scan F(a) y O(a) dos funciones primi- 
tivas de la diferencial f(x) dx. Veamos la función Р(х) 
Ф(х) — Р(х). Por la definición de la primitiva \Р'(х 
= 0'(1) — F'(x) = f(x) — f(x) = 0. Por consiguiente Y (1) = 
C es constante, ya que sólo la derivada de una magnitud 
constante es igual a cero. 

Así, pues, 


Día) = Fla) +C. 


Si se dan a C todos los valores posibles, entonces, cono- 
ciendo la primitiva F(x), obtendremos todas las primitivas 
para la diferencial f(x) dx. 

Der1xicióN. El conjunto de todas las funciones primitivas 
F(x) de la diferencial f(x) dx se denomina integral indefinida 


y se designa { Да) dx. 
De esta manera, puede anotarse 
{ Sd = F(x) +С, 


donde f(x) dx se Пата integrando, у C, constante de inte- 
gración arbitraria (a veces, la función f(x) recibe el nombre 
de función integrando). 

т ejemplo, la expresión a? + С es la integral indefi- 
nida de la diferencial 2x dx y se designa con el símbolo 


( 2х dx, es decir, 


{хах =з+С. 


El proceso de cálculo de la función primitiva se llama 
integración, y la parte de las matemáticas que se ocupa de 
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$ 105. Propiedades fundamentales de la integral indefinida 


las cuestiones relacionadas con la integración, cálculo in- 


al. 

De lo dicho se deduce que la integración es la operación 

inversa a la diferenciación. 

$ 105, Propiedades fundamentales de la integral indefinida. 
Primera propiedad. La diferencial de la integral indefini- 

da es igual al integrando, о Sea, 


af fia) dx = fix) dx. 


Esta propicdad se deduce de la definición de la integral in- 
definida. 

Segunda propiedad. La integral indefinida de la diferen- 
cial de una función es igual a esta función más la constante 
de integración. 

Sea 


aF( = f(x) dx. 


Si integramos ambos miembros de esta igualdad, obten- 
dremos: 


faro = $ Дх) dx. 
pero, conforme a la definición 
$ fia) dx = Ба) +С, 
por consiguiente, 
faro = F(x) +С. 
Aceptemos sin demostración las siguientes propiedades 
de la integral indefinida. 


Tercera propiedad. Los factores constantes pueden sacar- 
se del signo de la integral, es decir, 


faro dx =a f) dx, 
donde a es un factor constante. 
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Cuarta propiedad. La integra de la suma algebraica de va- 
rias funciones es igual a la suma algebraica de las integrales 
de cada una de ellas, o sca, 


VIA л) оаа a) ax род de — (дан. 


$ 106. Fórmulas fundamentales de integración. Рага hallar 
la integral indefinida es necesario conocer las fórmulas funda- 
mentales de integración. 

Deduzcamos primero la fórmula para la integración de 
la potencia. Examinemos la función x** y hallemos su dife- 
rencial: 


арен) = (n + 1) x" dx. 

Integrando ambos miembros de esta igualdad, obtendremos: 
$ de) = {е + 1) adx. 

Aplicando la segunda propiedad de la integral al miembro 


izquierdo de la última igualdad, y la tercera, al derecho, 
hallaremos: 


w С, = (п +f dx, 
de aquí, cuando n +1 0 
fra: 


Designando con la letra C el sumando constante Er 


se tendrá definitivamente: 
$ аах = 


La fórmula deducida se verifica para todo valor de n excepto 
n= — 1. En este caso, la fórmula no tiene sentido. 


Supongamos que sea necesario hallar бє Preguntémonos 
qué función tendrá por diferencial la expresión 4%. Esa 
función es In x +C, por cuanto 


adn x +С) = <. 
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Sin embargo, la notación 
fe = x+C 


no es exacta. En efecto, la función integrando + del miembro 
izquierdo está definida en cualquier intervalo que no con- 
tenga el punto # =0; mientras que la función ln x del 
miembro derecho carece de sentido si х es negativo. Así, 
pues, la fórmula (1) se verifica cuando х > 0. Sea ahora 
0. Supongamos — x = z, entonces z > 0, y dx = —dz, 

E 


. Por consiguiente, si x< 0 


=: 6С= (а) Сә. (2 
Uniendo las fórmulas (1) y (2), obtendremos definitivamente: 
{= =h]z]+C. 

De modo análogo, mediante la operación de inversión con 
las fórmulas de diferenciación, se obtendrán fácilmente las 


fórmulas inmediatas de integración. A continuación se ofrece 
la tabla de las fórmulas fundamentales, 


Tabla de las fórmulas de integración 


{а == EC m feos z dx = sen x +С. (у) 
зїн# —1 

(fsm ш ffer (уш 

је +c. ш) бше = —‹щх+ЕС. (ҰШ) 


(ax = +с. (IV) Tg = ares x +C. ах) 


Ina 


(sen rdr = — cosx +C. (V) kās- arctgx+C. (X) 


*) De hecho, aquí se ha empleado el método de integración por susti- 
tución (véase a continuación el $ 108). 
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Capitulo ХІ. La integral 


Analicemos algunos ejemplos. 
EjemLo 1. Hallar for — 4x8 434? —1) dx. 
SoLución. Aplicando las propiedades cuarta y tercera de 


la integral y, luego, la fórmula (1) y la segunda propiedad, 
obtendremos: 


{б =s +30 — 1) de = (Sx da — (4a dx + 
+3 ax -har = 5 fat a — 4 ах +3 rar 
fa PERS TP HaC 


Aquí С es la suma algebraica de cuatro sumandos constantes 
arbitrarios, partes integrantes de Cada integral. 
Puede comprobarse fácilmente si la integración es co- 
rrecta; para ello, hallemos la diferencial de la función obtenida 
como resultado: 
г — xt Hat х +С) = (50 — Aat 43111) dx. 


Se ha obtenido la expresión del integrando; por consiguiente, 
Ja integral hallada es correcta. 


Еукмрго 2. Hallar y уга 


SoLución. La integral dada по corresponde а ninguna 
de las fórmulas ofrecidas en la tabla; por este motivo trans- 
formaremos el integrando del modo siguiente: 


0 1 
=2ю# х 3 dx = 248 da, 


Aplicando la tercera propiedad y la fórmula (I), se tiene: 


2 
3 Bra C12 

5 + C= с пау +С. 
6 

EjempLo 3. Hallar (Zax. 


А) бы 
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$ 106. Fórmulas fundamentales de integración 


SoLución. Representemos la función integrando en forma 
de suma de dos funciones, dividiendo los términos del mume- 
тайог por x: 

жы м 
Entonces, la integral dada constituirá шпа suma de dos їп- 
tegrales; aplicando las fórmulas (I) y (Ш), obtendremos: 


16 +1]& {ха +{#-2+һ 151 +С. 


Hemos examinado ejemplos elementales en los que las 
funciones, después de sencillas transformaciones, han podido 
expresarse de forma que permitiera aplicar las fórmulas de 
la tabla para calcular la integral. Son muy frecuentes los 
casos en que no pueden llevarse a cabo dichas transforma- 
ciones, siendo necesario utilizar métodos especiales, a veces 
muy complejos, de integración, 

Así, pues, para la integración no basta con conocer las 
fórmulas, se requiere, además, experiencia, acumulada gra- 
dualmente mediante el ejercicio en la solución de ejemplos. 
A diferencia de la diferenciación, la integración exige cierta 
inventiva y agudeza. 


ES 


на ар а а 5 (aa 


fea 2 


ofrar 7 


ea a бо-ла o оа 
mGar n Û e2 ar 2 at tar ax 


SL (sfi 


du 


—ap ds ‚фу. т. үг. 1.5. {= {үш 
ajae {м а (Ee z fis * (5 
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а (hee 
م ر‎ A арза, 


38 (+ cos at 34 f— ssns ds. 35. (Bet —2 cos 3) dn 


23 Ja зрна ae (2a. 00 


алаа وده‎ {34 Ea a 


вах эд зоо +1 se2 
as s de. в “ 
тт. 4 ma $ EA senta 
TT Er” 
a (EEEa as (ceres. ao fieras о. 
“ Fp 


$ 107. Determinación de la constante de integraci 
el § 104 se estableció que, en la igualdad 


(I0 dæ = ка) +С, 


el sumando constante C tiene valor arbitrario y, por lo 
tanto, la integral indefinida representa un conjunto de fun- 
ciones primitivas que se diferencian entre sí por un suman- 
do constante. Para separar de este conjunto la función que 
responde al problema, se necesita una condición adicional. 

Supongamos, por ejemplo, que se requiera hallar la ecua- 
ción de la curva pasa por el punto М(1; 3) si se sabe que el 
coeficiente angular de la tangente trazada en un punto 
cualquiera de la misma es igual а 2х. 

De acuerdo con el concepto geométrico de la derivada 
($ 66), anotaremos: 


2 21, 
а 

de donde 

dy=2x dx. 
Integrando ambos miembros de la última igualdad, se tiene: 

fo = fas ах 
o 

y=*4+0 (1) 
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$ 107. Determinación de la constante de integración 


La igualdad (1) no puede servir de respuesta al problema, 
pues contiene una constante indefinida C. Para hallar la 
respuesta concreta (o sea, la función primitiva única de la 
diferencial dada), emplearemos los datos complementarios 
del problema, a saber, las coordenadas del punto de la curva 
cuya ecuación se busca. Su- 
poniendo en la ecuación (1) 
x=1 e y = 3, se tiene: 

=1+C, 


de donde 


Asi, pues, la ecuación de 
nuestra curva (es decir, la 
función primitiva buscada 
que satisface los datos com- 
plementarios) será 

24 0) таат 


y 


Si construimos los gráficos de las funciones primitivas 
definidas por la ecuación (1), se obtiene un conjunto (una 
familia) de parábolas (fig. 117) con los vértices en el eje 
Оу. Al dar los datos adicionales (х = 1 e y = 3), separamos 
de este conjunto la parábola (2) en que se halla el punto 
соп las coordenadas x = 1 е y = 3. En efecto, sustituyendo 
en la ecuación (2) x e y por T y 3, se obtiene una identidad. 

se cambian los datos adicionales, cambiará también С 
у, correspondientemente, se obtendrá otra función primi 
va cuyo gráfico será otra parábola de esa misma familia. 
Por ejemplo, si la curva pasa por el punto N(1; 1), C = Û 
e y= a? (fig. 117). 


Ejercicios 
1. наш (a — 3) 4. si cuando x = 2 la función primis 
as. 


Zane ea ESS a 


i a 
: 
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з 
кшш (E cto + 0 a шша pt 


es igual a O 

$. Hallar la ccuación de la línea que pasa por el punto A(2; 1) y 
tiene la propiedad de que el coeficiente angular de la tangente trazada еп 
cada punto de la misma es igual а la abscisa de este punto. Construir 
dicha linea. 

7. Hallar la ecuación de la linea que pasa por el punto 4(1; 1), si el 
coeficiente angular de la tangente trazada en cada uno de sus puntos 
igual al valor inverso de la abscisa del punto de tangencia. 

8. La velocidad de un cuerpo viene dada por la ecuación y = (6 + 
+ 1) mjs. Hallar la ecuación del espacio S, si еп el tiempo £ = 3 s el cuerpo 
recorrió 60 ш. 

9. La velocidad de un punto viene dada por la ecuación v = (0—61 + 

+ 7) mjs. Hallar la ecuación del movimiento, si en el instante en que 
empieza a contarse el tiempo el punto había recorrido el espacio 5 = 4 ш. 

10. La velocidad de un punto viene dada por la ecuación v = 4 cos £ m/s 
Hallar la ecuación del movimiento, si en el instante £ = x/6 el punto 
se encuentra a la distancia 5 = 8 m del punto de origen del recorrido. 

TL La velocidad de desplazamiento de un cuerpo crece proporcional- 
mente al tiempo. Hallar la ecuación del movimiento si en el momento 
inicial el recorrido 5 = 0 y, al cabo de ¢ = 5 s, había recorrido 5 = 15 m. 

12. La velocidad de desplazamiento de un cuerpo es proporcional al 
cuadrado del tiempo. Hallar la ecuación del movimiento si se sabe que 
en 3 s había recorrido 18 cm y en el instante inicial S = 0. 


$ 108, Integración por sustitución. 1. Cuando, mediante las 

transformaciones elementales, es difícil o imposible llevar 

la integral dada a una de las formas ofrecidas en la tabla, 

se emplean procedimientos especiales para calcularla, Exami- 

nemos uno de ellos *), llamado integración por sustitución. 
EjempLo 1. Hallar (+ dz. 


SOLUCIÓN. Supongamos 
l+r=z (0) 
donde z es una nueva variable. Diferenciemos ambos miem- 
bros de la igualdad (1); obtendremos dx = dz. Sustituyendo, 
en la integral buscada, 1 + x y dx por sus valores hallados 
y aplicando la fórmula (1) ($ 106), hallaremos: 


fa +1) dx 


En el $ 146 (págs. 397—399) se ofrece otro procedi 
denominado integración por partes) 
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$ 108. Integración por sustitución 


Pero la respuesta debe darse en forma de función de la va- 
riable x; por esto, sustituyendo z por su valor de la igualdad 
(1), se tiene: 


fa +) = (1 +) +С. 
Para verificar la solución, hallamos la diferencial de la 


expresión obtenida considerándola como función potencial 
de (1 +a): 


a а +) +C]=-6(1 + а= (1 + x) dx, 


El resultado obtenido es la expresión del integrando; por 
consiguiente, la integración ha sido efectuada correctamente. 


EjexeLo 2. Hallar $1 F3 dx. 
SOLUCIÓN. Supongamos 
2z +3 =, 
de donde 2 dx = dz y a 
Sustituyendo en el integrando 2x +3 y dx por sus valo- 


res y la raíz por la potencia con exponente fraccionario, 
y aplicando la fórmula (1) ($ 106), hallaremos: 


(ETA 


Pasando a la variable anterior x, obtendremos: 


pz +3 dx= 4 VFF +С. 


Е)Емрго 3. Hallar sen (a +) dx. 


SOLUCIÓN. Supongamos 
a +bx 


de donde 
х=й: y dx= 
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Haciendo la sustitución lo mismo que en el ejemplo anterior, 
y aplicando la fórmula (V) ($ 106), obtendremos: 


f sen (a + bx) dx = 


= — $ cos (a +ba) +С. 


EjemLo 4. Hallar $ тт 


SOLUCIÓN. Supongamos 
1+2=2, 
de donde 


Зик = da y dx= =. 


Haciendo la sustitución requerida y aplicando la fórmula 
(11) ($ 106), obtendremos: 


as 
аз. EA Sk 
=) jlna +C= Zln (1 +a) +С. 
EjempLo 5. Hallar (sent x cos хх. 


SoLucIÓN. Supongamos 
sen x = 


entonces 
cos x dx = dz 


[sent x cos x dx = [tas +C= sena +С. 


> 
"SOLUCIÓN. Supongamos 
1— os x=; 


EJEMPLO 6. Hallar ( 


entonces, 
sen x dx = dz 
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5 108, Integración por sustitución 


y 


TO AE A 


20% dx 
(Ie 


EJEMPLO 7. Hallar Û 


SoLucIóN. Supongamos 
1-е 


entonces, 
ed 


SoLución. La integral buscada se parece a la ofrecida en 
la tabla [(X), $ 106); por lo tanto, mediante las adecuadas 
transformaciones, se la reduce a la forma que permite apli- 
car esa fórmula, Para realizarlo, saquemos del signo de la 


integral el factor i Ы 


Obtendremos: 


entonces, 


dx=3 dz 
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Capitulo X1. La integral 


EjemrLo 9. Hallar { 


SoLución. Esta integral se reduce а la de la tabla [(IX), 
$106] mediante las siguientes transformaciones: 


Supongamos 
уз 
Үз 

entonces, 

de donde 


Por consiguiente, 


= 


1 
=Larcsenz+C 
уз м 


Y 
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$ 108, Integración por sustitución 


а 
== уз ыйы 
EjeneLo 10. Hallar f tg x dx. 


SOLUCIÓN. 
sen х de 


К] 


{ш 


Supongamos 


entonces 


sen хйх = — 


(xax =(- E з +C = — In |cos x| +С. 


Ejempro 11. Hallar fos xax. 
SOLUCIÓN. Sustituyamos cos? х por la fórmula 


cosx = 


entonces 


1 


1+2: 
14 
Бе 


se =(L4 + сох 
(cost xas dx [+02 dx 


{раа + {с 2: de 


Para hallar feos 2x dx, supongamos: 


de donde 


Capitulo XI. La integral 


Por consiguiente, 


(costs dr 5 x +4 sen 2x +С. 


Ejemeto 12. Hallar {үг 38 dx. 


SoLuctóx. Supongamos 
х= asenê, B 
entonces 


dx = a cosz dz 


Па ё — yA asena = af TAFE = асова. 


Así, pues, 
(va di f acos z a cosz dz = at costz dz. 
Tomando {сот del ejemplo 11, anotaremos: 


(Vax = at (z+ } sen2:) +С. 5 
De la igualdad (2) hallaremos: 


de donde 


Además, 


$ 108. Integración por sustitución 
Sustituyendo los valores de z y зеп2: en la igualdad (3), 
obtendremos: 


ПЕЕ 


Así, pues, 


Ише Š dx= © are sen 1+ aC. 


П. En la práctica, frecuentemente se tropieza con inte- 
grales para cuyo cálculo pueden utilizarse las correspon- 
dientes fórmulas, ofrecidas en la tabla expuesta a conti- 
nuación (para las constantes Ё y n), sin tener que recurrir 
a la solución detallada por el método de sustitución: 


1) бета = e +C, 


2) {а = +С, 


3) {зеп kx dx = — Leoskr +C, 


cos kx dx = sen kx С, 


ИГ 


1 
-g tekr+C, 


$ 

5) Es tgkx +C, 
$ 
f 


arc sen © x +C, 


arc tg x +C. 


Todas estas fórmulas pueden deducirse fácilmente por susti- 
= [рага las fórmulas 1) — 6)] y E z=z 
[para las fórmulas 7) — 8)], de las fórmulas (Ш) — (X) del 
Ў 106, por los propios alumnos. Hagamos notar que si k = 1 
y п = 1, las fórmulas 1) — 8) se convierten, respectivamente, 
en las fórmulas fundamentales (Ш) — (Х) del $ 106. 


tución, kx = 
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Capítulo ХІ. La integral 


EjempLo 13. Hallar feos $ хах. 


SoLución. Por la fórmula 4) se tiene 


feos sar sen ba 

кене ы 
se 

+ 

SoLucióN. Por la fórmula 8) obtendremos 


EjempLo 14. Hallar $ 5 


$ ee 1 are tg EET E: 


are +С. 
зава 5-202 10/2 «2 


да 


1 (G+ nas 2 arenas 3 E. Ка 


ES ўуз. 6. (GET Far. 1. { 7 


xj 
f 


pa 
E a Geen zeas 12. (cos áx ax 


13. (sen (ip de ы. бү es. (оз) 


19. |? ap. 


бозы Т - 
КЕ sen" 3 


-łot dx 
ar aa o ml 


н (37a as 


as, з. барт зва, 


жае | u рана. э. (9948. 


\ 
ша» есе 
da 


sena 
cos х de cos t dt 


A rl ae. Û sen a cos a és 
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$ 109. Integral definida 


э. pen? cosg do абава. а реа + sen ot a 


а 
e 


42. (ut sen seas as. (= sensar ааа as. 


эе Le аб 
y A Үг ах. 48. + 49.1 хе ах. 
aa afe Tre 
code de р 2 
о ع‎ h за. 
ж-ы ие sf e = {= 
а а de 
| . s6. $ 
заж 


приета а 


$ 109. Integral definida. Si en la integral 
(2 а= +С 


el argumento varía de х = 2 а х = 4, el incremento de las 
funciones primitivas х? +C, en el intervalo indicado de 
valores de x, será: 


2 +C — (22 +С) = 16 — 4 = 12. 
Este incremento de las funciones primitivas recibe el nombre 


de integral definida y se designa con el simbolo (2 а. 
Н 
Derrxtcióx. El incremento ЕФ) — F(a) de cualquiera de las 
funciones primitivas F(x) +C, cuando el argumento varía de 
x=a a х=, se denomina integral definida y se designa 
1 


f fix) dx. 
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Capítulo XI. La integral 
Además, se presupone que la función f(x) es continua en 


el intervalo de valores del argumento de a a b. 
Así, pues, 


А 
(Л) dx FM — F(a). а) 


El miembro izquierdo de esta igualdad se lee: 
nida de a a b f de x dy. 
El valor de а se llama limite inferior de la integral defi- 
nida, y el de b, límite superior. 
De la igualdad (1) se deduce la siguiente regla: 
3 


integral defi- 


Para calcular la integral definida ( f(x) dx es mecesario 
nieg ej 


hallar la correspondiente integral indefinida, en su expresión 
obtenida sustituir en vez de x, primero, el límite superior de 
la integral definida y, luego, el inferior, y del primer resultado 
restar el segundo. 

Para remarcar las dos operaciones de cálculo de la inte- 
gral definida — cálculo de la integral indefinida y sust 
tución de los límites — , la fórmula (1) se anota del siguiente 
modo: 


> 


ЕФ) — F(a). 


i 
{лю х=) 


а 
EjexpLo 1. Calcular f (21). 


SoLución. De acuerdo соп la regla se tiene: 


t= 


1 1 
=y +14 +1 


{en =+ 
3 


EjempLo 2. Calcular ( 4 cos х dx. 


ela mln 
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$ 110. Propiedades fundamentales de la integral definida 


SOLUCIÓN. 


4cosxdx=4senx 


|5 


4 sen $ — sen 


ЕЕ 


|+ 4(1 — 0,865) = 4.0135 = 0,54. 


yr 
РА 
EjemeLo 3. Calcular | EG 


SOLUCIÓN... 


Га 
ds _ na o >. 
патоне arc tg Y3 — arc tg 1 


$ 110. Propiedades fundamentales de la integral definida. 
En el $ 105 hemos examinado las cuatro propiedades funda- 
mentales de la integral indefinida. En los cursos detallados 
de matemáticas superiores se demuestra que la tercera y 
la cuarta se verifican también para la integral definida. 
Además de estas dos se verifica la siguiente: 

Si se invierten los límites de la integral definida, su signo 
cambia por el contrario. 

En efecto, sacando fuera de paréntesis el factor —1 del 
miembro derecho de la igualdad 


(A) ax = FO) Fa), 


obtendremos: 
› 
фло) dx = —1Fla) – РО). 
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Pero la diferencia entre corchetes es esa misma integral 
definida con los límites invertidos, es decir, 


{ Да) dx. 
y 
Por consiguiente, 


jæ dx= блә ах. 
. з 


Ejercicios 
Cala аа ава 
A A A omna 


6. { E + =) а оз. де» уа в fu + 1) dx. 


„баа ЗЕ «фк: вфе эйе 


a = proa w | (ue) 


А 
| 
Las {2 (22 +1 t 1 
i L mfa و‎ (20а | в. 
1 i 
+ 


$ 111, Aplicación del método de sustitución para el cálculo 


anG Besra а зва A 
Е i 


коюзх+1 ( 


|+ фена. si 


$ 111. Aplicación del método de sustitución para el cálculo 
de la integral definida. Para calcular la integral definida por 
el método de sustitución, se opera del mismo modo que en 
los ejemplos examinados del $ 108. Pero existe una peculia- 
ridad en la que debe fijarse la atención. 

Como ya se ha señalado, el citado método consiste en re- 
ducir la integral indefinida a la forma tabular, expresando el 
argumento con una nueva variable, hallar luego la integral 
indefinida y expresar el resultado obtenido con la primera va- 
riable (argumento). Si la integral es definida, no hay nece- 
sidad de volver a la variable inicial dada. 

Estudiemos algunos ejemplos. 

Еремтто 1. 


SoLucIÓN. Supongamos 
1-8 
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entonces 


—2x di= 


de donde 
хак=— Ë. 
т 
Como se ha introducido una mueva variable relacionada 
con la anterier por la igualdad (1), los límites de variación 
de la variable z, o sea, los límites de integración para la va- 
riable z serán otros. Se hallarán por Ja igualdad (1) mediante 


Ja sustitución del argumento х por sus valores 0 y > не- 


cha esta sustitución, obtendremos: 
# =1—0 (límite inferior) 


A AAA 
=1 (3) $ (imite superior). 


De esta manera, hemos establecido que a los limites de 
variación de 0 a т de ж les corresponden los límites de va- 


riación de 1 а Í de la nueva variable 2. Sustituyendo, en la 


integral dada, 1 — х? y x dx por sus expresiones con la nueva 
variable y cambiando correspondientemente los límites de 
integración, podemos anotar la solución de muestro ejemplo 
así 


Зах 
9+ 165% 


з 
EjexeLo 2. Hallar f 
үз 
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$ 111, Aplicación del método de sustitución para el cálculo 


SOLUCIÓN. Saquemos el factor 5 fuera del signo de la 
integral: 


@) 


entonces $ dx = dz, de donde dx = Zas 


Hallamos los nuevos límites: 


Ejercicios 
Calcular las integrales definidas: 
1 


1 {ута a2 j; 


2 t 
o б, 
de e 
* bi * \ n= 
Ps 5 
= z 
( Ч i ш 
7 f os چ‎ ar в (каза. ә. (о. 2а. 
т 
j | | 
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j \ олан į ET 1зках 
Е, er а 1+2 >) ap. 
4 2 * 
sen adx 

a f Зак фе зз. { A 

1 

соз хіх H sen хіх 

. ж { а 
senda cost х 
> 


4 senî x cos zdz. 29. Û sen x cost ade 


elija اا‎ la 
ela 


30. 


з. ж —осоўл4х. ——. mL. 
er «j je 
. 

| еа 
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$ 112. Concepto geométrico de la integral definida 


$ 112. Concepto geométrico de la integral definida. Sea dada 
una curva definida por la ecuación y = f(x), donde f(x) es 
una función continua y positiva para los valores de x exami- 
nados (fig. 118). Tomemos en la curva el punto My con la 
abscisa constante OP, = a y el punto М que varía su posición 
en dependencia de la varia- 
ción de la abscisa ОР = x. En- 
tonces, el área de la figura 
MMPP,, Mamada trapecio 
curvilíneo, será una variable 
dependiente de x. Designémosla 
con 5. Demos al argumento х 
el incremento РР, 
tonces, el área S recibirá el in- -zi 
cremento AS igual al área de 
Ја figura curvilínca MM,P,P. 
Trazando la recta М0|0х, 
у la M,N ||0х hasta la intersección con la ordenada pro- 
longada PM, obtendremos: 


área MQP,P < AS < área NM,P,P, 
o, expresando las arca de los rectángulos por las fórmulas, 


PM-PP, < AS < P,M,- PP,- а) 
Pero 
PP,= Ах, 
РМ = f(x), 


PM, = Дх + А) 
por lo que la inecuación (1) зе transcribirá así: 
Дх) Ах < AS < fix + Ax) Ax. 


Dividiendo estas inecuaciones por la magnitud positiva Ах, 
obtendremos: 


до) < 25 E <f +A»). @ 


Si AX>0, f(x + Ax) > A Puesto que Ја magnitud 3 


está comprendida entre Да) y Де + Ал), como se evidencia 
de la inecuación (2), con más razón 


Ea, 
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эа й 
mä- 


Pero lim z es la derivada de la función S; por consi- 
эзе Ar 


guiente, 
2 =. 
de donde 
45 = Јо) dx. 6) 
Integrando ambos miembros de la igualdad (3), se tiene: 
fas = $ Дх) dx, 
о 
5 += { Дх) dx. (4) 


Si F(a) es la función primitiva para la diferencial (а) dx, 
entonces 


(д) az = 09 + Cs ® 
Comparando las igualdades (4) y (5), se tiene: 
S +C = F(a) +С, 
ó 
S = F(x) +С, (6) 
donde 
с=с,— 
Para hallar С, supongamos х = а en la igualdad (6), 
entonces, como evidencia la fig. 118, 


área MMPP, = S =0; 


tendremos: 
0=Fla) +С. 
De aquí С = —F(a) y la igualdad (6) se anotará: 
S= F(a) — F(a). 
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FIG, us 


Pero conforme a la definición ($ 109) 
F(x) — F(a) = { Дх) х. 
Por consiguiente, á 


S= { Да) dx = F(x) — F(a). 0] 

Esta fórmula expresa el área variable M,MPP,. 

Para obtener el área constante MoM, P,P, en el intervalo 
de valores de x de a a b (fig. 119), hay que suponer х =b 
en la igualdad (7); entonces el área 

а 


MM, PP, = È f(x)dx = FO) — F(a). 


Así, pues, el área de la figura limitada for la curoa y 
donde f(x) >0, el eje Ox y dos rectas x = a y 
. 


expresa por la integral definida { Дх) dx. 


Tal es el concepto geométrico de la integral definida, 

EJEMPLO. Determinar cl área de la figura comprendida 
entre la rama de la curva y = а®, el eje Ox y las rectas х = 0 
y x=3 (en la fig. 120, está rayada). 
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тала 


SoLución. El área buscada (fig. 120): 


$ 113. La integral definida, como límite de la suma. Tomemos 
la función y = f(x), continua en el intervalo de valores de 
ж de a a b. Para simplificar, supongamos que esta función es 
positiva y creciente en el intervalo indicado. 

Examinemos el área de la figura M,M¿P,P, limitada por 
el arco M,M, del gráfico de la función dada, las rectas x = a 
y x= b y el eje Ох (fig. 121). Esta área ($ 112) 


Р 
=| f) dx. а) 


Dividamos el segmento P,P, еп n partes iguales, desig- 
nemos cada una de ellas con Ах y, en los extremos de los 
segmentos obtenidos, levantemos perpendiculares hasta su 
intersección con la curva. Si desde los extremos de estas 


trazamos rectas paralelas al eje Ox, el área 
е Та figura M M,P,P, quedará! representada en forma de 
suma de áreas de y la de triángulos curvilíneos 


anotaremos: 
5 = 5,+5ь 
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de donde 
5—5,= 5, @ 
Si 
OP,=a y OP, 
entonces 


PM, = fla) у PM, = f0). 
Sean las abscisas de los puntos N,, Ng. Ny, ..., Nay, Tes- 
pectivamente, 
жыйы: SEE A 
entonces las ordenadas de estos puntos serán 


Sied, fd, Hea), Ја). 
La suma de las áreas de todos los rectángulos es: 


Sı = fla) Ax + fin) Ах + (ж) Ax +... БЛ) Ax; 
convengamos emplear la notación siguiente para esta suma: 


Sı = уо) Ads, a 


donde y (sigma) es el símbolo de adición aceptado en ma- 
temáticas. 

Si se aumenta infinitamente el número n de divisiones del 
segmento P,P, Ax -> 0 y las magnitudes S, y 5, se conver- 
tirán en variables, Demostremos que, en este caso, S es 
una infinitesimal. Para ello, desplacemos los {гї curvi- 
líneos paralelamente al eje Ox, situándolos en el rectángulo 
ABCD cuya base 


AD = Ах 
y cuya altura 
АВ = PM, — P,M, = f(b) — f(a). 
El área del rectángulo ABCD será igual a 
1/0) — f(a)| Az. 
Como se ve en la fig. 121, 
Sa < [/®) —F(a)] Az. С] 
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Si Ax >0, [/(0) — Да) Ax, como producto de una cons- 
tante por un infínitésimo es una infinitesimal y, por lo tanto, 
de acuerdo con la desiguldad (4) S, es también una infini- 
tesimal. 

De este modo, el miembro izquierdo de la igualdad (2) 
es la diferencia entre la constante S y la variable Sy, y el 
derecho, una infinitesimal. Por consiguiente, conforme a la 
definición del límite ($ 43) 


5 


lim Sy, 
мз» 


o, de acuerdo con las igualdades (1) y (3) 


8 
$ A) х= DI ax 6 


La suma anotada dentro del signo del límite en la į 
dad (5) se llama suma integral. 

Asi, pues, la integral definida сон límites finitos es igual 
al límite de la suma integral cuyo número de Sumandos crece 
indefinidamente, tendiendo cada uno a cero. 

Se puede demostrar que arribaremos a ese mismo re- 
sultado si se toma una función positiva y decreciente en el 
intervalo dado de valores de x, o positiva y creciente en unas 
partes y decreciente en otras, o negativa, es decir, una fun- 
ción cuyo gráfico está situado debajo del eje Ox. 

La conclusión obtenida evidencia que la integración puede 
considerarse como un proceso de adición, o sea, de determi- 
nación del todo mediante la adición de sus partes. A esto se 
debe el nombre de integral (del latín integer, entero) y su 
símbolo (а letra S alargada, con la que habitualmente se 
designa la suma). 

En el capítulo XII, nos detendremos detalladamente en 
la aplicación de la fórmula (5). 


Capítulo XII 
Aplicaciones de la integral 


$ 114. Areas de figuras. En el $ 112 hemos demostrado que 
si f(x) > 0 en el intervalo de valores de х desde a hasta b, 
el área de la figura comprendida entre el gráfico de la curva 
y = 0), el eje Ox y las rectas x= а y x = b se determina 
por la fórmula 


S= $ Дх) ах. (1) 


Puede demostrarse que si f(x) < 0, 
la fórmula (1) da un número negativo 
cuyo valor absoluto expresa el área 
buscada, о sea, 


> П 
ES [fra de, a 


Еуємрго 1. Hallar el área de la 
figura comprendida entre el eje Ox y 
la curva y = 3° — 4x (fig. 122). 

SoLución. Los puntos O y B de in- 
terseccion de la parábola y = z? — 4x 
con el eje Ox tienen las abscisas igua- 
les a 0 y 4. Como muestra la figu- 
та 122, el área buscada (está rayada), 
tiene por límites: arriba, el eje Ox; abajo, la parábola; a 
la izquierda, la recta x = 0, y a la derecha, la secta x = 4, 
en estas rectas la parábola y el eje Ox cortan segmentos 
de longitud mula. La función dada es negativa en el 
intervalo de valores de x desde 0 hasta 4; por eso, aplicando 
la formula (2), obtendremos: 


т.т 
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5 ЕЕЕ 


15-2] [-04]=10 2. 


Eero 2, Hallar el área de la figura comprendida en- 
tre la curva y = 3, las rectas 1=—1 y x=2, y el eje 
Ox (fig. 123). 

Ѕоростбх. Como evidencia la figura, el área buscada cons- 
ta de dos áreas AOD y BOC, situadas a ambos lados del eje 
Ox. 

En el intervalo de valores de x desde O hasta 2, la fun- 
ción у = х® es positiva y, por lo tanto, el área AOD se calcula 
por la fórmula (1) 


=й -*p 
5» = әна | 


En el intervalo de valores de x desde — 1 hasta O, la 
función y = a es negativa, por eso, conforme а la fórmula 
(2), tenemos: 


Й 
5ке =| § 2845 
A 


$ 114. Areas de figuras 
De este modo, toda el área buscada 


S= 5,00 + Sao =4+- 


Ејемріо 3. Hallar el área de la figura comprendida entre 
las líneas y =x% е у = х (fig. 124). 

Sorución. Las líneas dadas зе cortan en el origen de coor- 
denadas y en el punto 4(1; 1) (las coordenadas de los puntos 
de intersección se hallan resolviendo conjuntamente las ecua- 
ciones de ambas líneas). Desde el punto A, bajemos la línea 
AB perpendicular al eje Ox. Esta línea es un segmento de la 
recta x = 1. El área buscada (fig. 124) es igual a la diferencia 
entre las áreas del triángulo ОАВ y la figura OmAB, es 
decir, 


Soma = Soan — Somas- (3) 


El área de ОАВ está comprendida entre el gráfico de la 
función y = x, las rectas x =0 y x=1, y el eje Ox. 

El área de ОтАВ está comprendida entre la curva y = 
= 4#, las rectas х = бу x=1, y el eje Ox. Las funciones 
Y= х е у = ж son positivas en el intervalo de valores de 
x desde 0 hasta 1. Por consiguiente, conforme a la fórmula 
(1) y tomando en consideración la igualdad (3), se tiene: 


1 А A 
Sou aj: dx — jun = 


Ejercicios 

1. Hallar el área de la figura limitada por las rectas y = 32, x 
y el eje Ох. 

2. Hallar el área de la figura comprendida entre las rectas у = 4x 
3, же —2 y el eje Ox. 
3. Hallar el área de la figura limitada por la curva y = 2:3, el eje 
Ox y las rectas # 2 y 2=4. 

4. Hallar el área de la figura limitada por la curva j" = 9x y las 
rectas =1 y 529. 

5. En la curva j = 4x зе da un punto con la ordenada igual a б. 
Hallar el área de la figura comprendida entre dicha curva, el eje Oy y 
la recta y = 6. 
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6. Hallar el área 
el eje Ox y las rectas x = 0 y x = 

7. Se da la curva y = 23? — к + 2. Hallar el área de la figura com- 
prendida entre esta curva, los ejes de coordenadas y la recta x = 3. 

8. Determinar el área de un segmento parabólico de base a = 6 y 
айша A = 8. 

9. Hallar el árca de la figura limitada por el eje Ox y las lineas: 

y=9— y ) у= "95544.‏ )2 ,کر 2= و ل 

10. Hallar el área limitada por una onda de la sinusoide y el eje Ox. 


11. Hallar el área de la figura limitada por los ejes de coordenadas y 
la curva y = 4(1 4). 
12. Hallar el área comprendida entre las líneas: 


la figura comprendida entre la curva y = Y — x, 


Ny = e у=з, 


4) 4 
13, Hallar el área comprendida entre las siguientes curvas: 


=0 e у—т=0. 


وم 8 = ھر pri‏ 


$ 115. Volumen de cuerpos. 

Volumen del prisma. Como sabemos por las matemáticas 
elementales, el volumen del prisma recto se determina por 
la fórmula 

V= aH, 


donde a es el área de la base del prisma, у Н, su altura. 
Deduzcamos la fórmula del volumen del prisma oblicuo. 
Tomemos el prisma oblicuo representado en la figura 125. 
Sea el área de su base igual a a, y la altura 0,0, = H. Divi- 
damos su altura en a partes y, por los puntos de división, 
tracemos planos paralelos a la base. De esta forma hemos 
dividido el prisma en placas. Aumentemos infinitamente el 
número de divisiones de la altura; entonces, el espesor de 
cada placa será una magnitud infinitesimal y las placas pue- 
den tomarse por prismas rectos. Separemos uno de ellos, 
el dedefbycyd,e,f,, por ejemplo. Su volumen es AV =a AH, 
donde АН es la altura del prisma elemental, y a, el área de 
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su base. Hemos dicho que я-> o; en este caso, AH +0 y, 

consiguiente, a AH'>0. Así, pues, el volumen i 
ра será igual al límite de la suma de infinitesanales del 
tipo a AH, o sea, 


н 
у= Жа. уел, 


о, de acuerdo con la fórmula (5) ($ 113). 
н к 
ү АН = a dH = af aH = aH. 
El resultado obtenido nos da la misma fórmula para el 
volumen del prisma oblicuo que la del recto. 


Así, pues, el volumen de lodo prisma es igual al producto 
del árca de la base por la altura. 


4 


El volumen del cilindro oblicuo se halla de forma aná- 
Joga. 

Volumen de la pirámide. Tomemos una pirámide, la suner- 
ficie de cuya base sea Q y la altura, Н, y dividámosla cn т 
placas trazando planos paralelos a la base (fig. 126). Si se 
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aumenta infinitamente el número de estas placas, el espesor 
de cada una de ellas se convertirá en una magnitud infini- 
tesimal; en este caso, las placas pueden tomarse por prismas. 

uno de ellos, la ААВС, por ejemplo, y desig- 
nemos la superficie de su base, la altura y el volumen con 
q, бу y Av, respectivamente; entonces 


Av = gåy. (0 


Como el área de la base de la placa depende de la distancia 
ОО, = y, expresemos g por y. De acuerdo соп el teorema 
de la propiedad de la sección paralela a la base de la pirá- 
mide, podemos anotar: 


de donde 
2 (н 
== (НУ 
Ahora, la igualdad (1) se transcribirá así: 
=2 (Н — y) Ay. 
= BIW. 


La magnitud Av es una infinitesimal, por cuanto Ду +> 0 
cuando т => 00; de este modo, el volumen v de la pirámide 


se expresará por el límite de la suma de infinitesimales del 
ipo 2 (Н — 5)? Ay, o sea, 


v= lm DL (HA, 
= Dg EA 
o, según la fórmula (5) ($ 113), 
А 
= H~ ay. 
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Integrando por las regalas conocidas, hallamos: 


v= 2 9ر + و‎ dy [но ни | = 
° 


Así, pues, 


es decir, el volumen de la pirámide es igual a un tercio del 
producto de la superficie de su base por la altura. 


$ 116. Volumen de un cuerpo de revolución. Supongamos 
dada una curva definida por la ecuación y dos pun- 
tos А y B en ella con las abscisas OP =a y 00 — b (fig. 127). 
Si hacemos girar da figura ABOP alrededor del eje Ox, se 
forma cierto cuerpo de revolución. 

Dividamos el segmento PQ еп л partes iguales, designe- 
mos con Ах cada una de ellas, y, en los puntos de división 


elevemos perpendiculares al eje Ox hasta la intersección con la 
curva. Trazando, desde los puntos de intersección, rectas pa- 
ralelas al eje Ox hasta que incidan en las perpendiculares ve- 
cinas, la figura ABOP quedará dividida en э rectángulos y 
triángulos curvilíneos. Cuando la figura АВОР gira alrededor 
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del eje Ox, cada uno de los rectángulos forma un cilindro, у 
Ja suma de los volúmenes de estos cilindros será el valor apro- 
хітабо del volumen del cuerpo de revolución a que nos re- 
ferimos. Calculemos dicha suma. Para ello, tomemos uno de 
105 cilindros, el CDFE, por ejemplo, Como se ve en la figura 
127, el radio de su base será 


y la altura 


CD, = Ах. 
Por consiguiente, cl volumen de nuestro cilindro es igual 


a 
ayTAx 


y la suma de los volúmenes de todos los cilindros será 


Precisamente esta expresión representa la magnitud aproxi- 
mada del volumen del cuerpo de revolución, o sea, 


А 
ху 
Supongamos ahora que el número de divisiones del seg- 
mento PO crece infinitamente; entonces, Ах y, por consi- 
guiente, el producto xy%Ax serán infinitesimales. 
Pasando al límite, obtendremos 


1 
lim $) ay2Ax, 


o, de acuerdo con la fórmula (5) ($ 113). 


Ax. 


Aro 


lim y) луд = {оча fs 


only w 
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EjenpLo. La figura limitada por laslineas y? = 4x, х = 0 


ж = 4 e y=0 gira alrededor del eje Ox. Hallar el volumen 
del cuerpo obtenido (fig. 128). 


FIG. 18 


SoLución. El cuerpo obtenido recibe el nombre de para- 
boloide de revolución. De acuerdo con la fórmula (1) se tiene: 


=| yis = 


Utilizando la fórmula (1), se pueden deducir las fórmulas 
del volumen del cono, la esfera y sus partes. 

Volumen del cono circular recto, El cono circular recto 
se obtiene haciendo girar cl triángulo rectángulo ОАР alre- 
dedor del eje Ox (fig. 129). 

Hallemos la ecuación de la recta OA que, al girar, forma 
una superficio cónica. 

Designando 


OP=H, РА = В, 


escribamos la ecuación de la recta ОА: 


Capitulo XII. Aplicaciones de la integral 
Aplicando la fórmula (1), tendremos: 


dy 


т= 5 ¡RH 0) 


Volumen del cono truncado. El cono truncado puede ob- 
tenerse haciendo girar el trapecio rectángulo A BCO alrededor 
del eje Ox (fig. 130). Hallemos la ecuación de la recta АВ 
que forma la superficie cónica. Para ello, supongamos 


ОА =, CB=R, 0C=H 


y escribamos la ecuación de AB en la forma у = kx +b. 


Como muestra la fig. 130 


=r, k=tga=2 
б=т, k=tga Б 


De este modo, la ecuación buscada será: 


а +. 


$ 116, Volumen de un cuerpo de revolución 


De acuerdo con la fórmula (1) hallaremos: 


E Rr y 
ajl a hr)” dx. 


Calculemos la integral definida, aplicando el método de 
sustitución. 


Supongamos 


entonces 


de aquí 


z= 
Por consiguiente, 


A ле 
: 


DERE] JE раар 
Б Sim E 


ЕН 


y RN (RR +r) =F (к Rr +99, 


(Rs) 
v= E (R R +7. 6) 


Volumen de la esfera. La esfera se engendra por la rota- 
ción de un semicírculo con el centro en el origen de coorde- 
nadas alrededor del eje Ox (fig. 131). La ecuación de la cir- 
cunferencia de radio R representada en la fig. 131 tiene la 
forma 


а-у = В? 
зп 


Capitulo XIT. Aplicaciones de la integral 
de donde, 
y= RP — 32. 
De acuerdo con la fórmula (1), haliaremos: 
+e 


12 а 
ЕЕ = $ ue а = 2r | (è — х) de = 
ж ж з 
2а) =4 aR, 
E 
$ 9 
El diámetro de la esfera D = 2R; de aquí 
=p E, 
2 з 
por lo tanto, 
DRA: 
e 6 
o sea, 
(e) 


La fórmula (4*) expresa el volumen de la esfera a través 
de su diámetro. 


на. FIG. 132 


Volumen del segmento esférico. El segmento csférico puede 
engendrarse mediante la rotación de la mitad del segmento 
circular АВС alrededor del eje Ox (fig. 132). Designando con 
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H la altura PB del segmento esférico, y con R el radio del 
círculo, obtendremos: 
e-s 
3 


т È RR + кэн 10-5088 эт — 


А Н 
{ aux == { (Ка — л) de =x 


він він 


ции -e-me 


R? — 3R3 + ЗКН + Кз — ЗКЕН + ЗЕН? — H’) = 


(зен? — нз) = a(r = 5 н), 


3 


=== (RH), (5) 


Volumen del sector esférico. El sector esférico puede ге- 
presentarse como el cuerpo engendrado por la rotación del 
sector circular OAB alrededor del eje Ox (fig. 133). Como 
evidencia la figura, el volumen del sector esférico es igual a 
la suma de los volúmenes del cono ОАС y del segmento 
esférico ABC. Aplicando las fórmulas (2) y (5), hallaremos 
el volumen del sector esférico 


=РА?.ОР-++тРВ? (ов –^ 


ya 
Designemos 
PB=H, OB=R; 
entonces 
OP=R=H 

y del triángulo ОАР 

PA? = R° — (R — H} = 2RH — H°, 
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Sustituyendo los valores de PB, ОВ, OP y PA? en la expre- 
sión del volumen del sector esférico, obtendremos: 


Volumen de la zona esférica. La zona esférica se obtiene 
como resultado de la rotación de la figura АСОР alrededor 
del eje Ox, donde AC es el arco de una circunferencia con 
el centro en el origen de coordenadas (fig. 134). 


$ 116. Volumen de un cuerpo de revolución 


entonces, de acuerdo con la fórmula (1), el volumen de la 
zona esférica 


0 5 
al yr" f (R? — x°) dx = 
ё 


= (Re 3) 


Ub = [RE + _ 4 
- (2-5) j= (RF + къ E at a + е мемнан 
этн 


эн% зни —ю + мю _ 
3 


— Rh + 


= aH (219 н). 


Pero сото R? = r? +}? (del triángulo ОАР) у R? = r} + 
+ (H +»)? (del triángulo ОСО), entonces, 


RARE, 
o 


r? + hî = rê + HB? 42Hh +N, 


de aquí 


нь RR 
2 


Sustituyendo los valores hallados de R? y Hh en la ex- 
presión del volumen de la zona esférica, obtendremos: 


з=н (f+ p iia 


Capitulo ХИ. Aplicaciones de la integral 
Ejercicios 


1. Una figura limitada por las rectas y = x + 3, x = 0, z= 3 
e y = 0 rota alrededor del eje Ox. Hallar el volumen del cuerpo de revolu- 
ción obtenido. 


2. Una figura está limitada por la curva y = 1 y las rectas x = 2, 
x= 3 e y = 0. Hallar el volumen del cuerpo engendrado por su rotación 
alrededor del eje Ox. Дә” E 

3. En una esfera de radio R = 3 cm se ha cortado un segmento de 
altura A = 2 cm. Hallar el volumen de este segmento, 

4. Hallar el volumen de un sector esférico si el radio de su base 
r= 3 cm y el radio de la esfera R= 5 cm. 

5. Hallar el volumen de una zona esférica si los radios de sus bases 
n= 5 em y fa = 8 сш y la айша й = 3 cm. 

6. Deducir la fórmula del volumen de un elipsoide de revolución 
engendrado por rotación alrededor del eje Ох. 

7. Hallar el volumen de un paraboloide de revolución si el radio de 
su base es igual a 60 cm y la altura, 50 cm. 

8. Hallar el volumen del cuerpo que una figura limitada por la curva 
Fen y las rectas == 0 y лот engendra al rotar alrededor del 
eje Ox. 

9. Hallar cl volumen del cuerpo que una figura limitada por el eje 
de abscisas y la curva: 


dy 


engendra al rotar alrededor del eje Ox. 
10. Hallar el volumen del cuerpo que una figura limitada por las 
Mneas: 


BA Jyst 


y=r+ toy 
engendra al rotar alrededor del cje Ox. 
$ 117. Superficie de la esfera y de sus partes. 

Superficie de la esfera. Cubramos toda la superficie es- 
férica con multitud de triá esféricos *. Mediante lí- 
neas rectas, unamos los vértices de estos triángulos entre sí 
y con el centro de la esfera. Obtendremos multitud de pirá- 
mides cuyas bases son triángulos planos. Una de tales pi- 
rámides está representada en la fig. 135. Designemos con 
ДУ el volumen de la pirámide elemental; entonces, ten- 
diremos: 


Ау м з 555% 115), 


*) Se llama triángulo esférico la figura superficial esférica constituida 
рог tres arcos de círculo máximo que se cortan, Los puntos de intersección 
de estos arcos reciben el nombre de vértices del triángulo, y los arcos quo 
dorman el triángulo, lados del mismo. 
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donde AS es el área del triángulo que sirve de base y №, la 
altura de la pirámide elemental. Supongamos que el volumen 
de la esfera sea V, y su superficie, S. Sumando los volúmenes 
de todas estas pirámides elementales, obtendremos, aproxi- 
madamente, el volumen de la esfera, o sea, 


Vz У i RAS. 


Si se aumenta infinitamente el 
nûmero de triángulos esféricos, 
AS >0yh-> R (radio de la es- 
fera). En este caso 


RS. (1) тс.» 


Sustituyendo en la igualdad (1) Y, por su valor, obtendremos: 


Lars 


hs, 
de donde 
5 =4aR?. (2) 


Se sabe que 2R = D (diámetro de la esfera); de aquí, 4R? = 
8, por lo que 


8 =D, 6 
La fórmula (3) expresa la superficie de la esfera por su diá- 
metro. 

Arca del casquete esférico. Razonamos igual que en la 
deducción de la fórmula de la superficie esférica, Cubramos 
la superficie del casquete con multitud de triángulos esféri- 
cos y, por medio de rectas, unamos sus vértices entre sí y 
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con el centro de la esfera. Obtendremos numerosas pirámides, 
cuyas bases son triángulos planos. Una de tales pirámides 
está representada en la fig. 136. El volumen de la pirámide 
elemental 


AV x has, 


donde h es la altura de dicha pirámide y AS, el área de su 
base. Aumentemos infinitamente la cantidad de triángulos 


rican 


en el casquete esférico; entonces, AS +0 y й > R. Suman- 
do las infinitesimales del tipo i hAS, obtendremos el volu- 
men del sector esférico 


Sas e 
гу. араа 
ا وی ر‎ Y aa 
` 
i Sa 
=R Û = Ra 
3 
š 
Pero 
Veco = Û REH [6), $ 116), 
por consiguiente, 
DARE RSen es 
de donde 
as e = 2 «Н, 4 


о Seas. = ӘН, donde D es el diámetro de la esfera. 
Superficie de la zona esférica. La superficie de la zona 
esférica ABCD (fig. 137) puede considerarse como la dife- 
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rencia entre las superficies de dos casquetes esféricos: AEB 
y CED. Designando con H la altura del casquete AEB, 
con h la del СЕР y con h la de la zona esférica, obtendremos: 


Suerae. = Sens. aro — Sos. ED = 29 RH — 228, = 
= 25R(H — hy) = 268, 
Sioa e = 2 Rh, 6) 

o 
Sons e. = т Dh, donde D = 2R es el diámetro de la esfera. 


$ 118. Espacio recorrido por un cuerpo. El espacio $ reco- 
rrido por un cuerpo que se mueve en línea recta durante el 
tiempo £ a velocidad constante v, se expresa por la fórmula 


9) 


Si el movimiento es no uniforme, la velocidad del cuerpo 
cambia en función del tiempo f, o sea, 


v= fð- 


En este caso, para hallar el espacio recorrido por el cuerpo 
durante el tiempo comprendido entre £= f y f= tp, divi- 
damos el intervalo £,— А en я partes Af, iguales y muy 
pequeñas. Supongamos que durante cada intervalo de tiempo 
At la velocidad es constante y cambia, en forma de salto, 
al final de cada uno de ellos. Supongamos, por ejemplo, 
que hemos dividido f, — £, en intervalos Af = 1 s. De acuer- 
do con este supuesto, en el curso del primer segundo el cuerpo 
se desplaza uniformemente y, al finalizar ése, cambia de 
velocidad y continúa moviéndose uniformemente durante 
el siguiente segundo, a la velocidad recibida; luego, al final 
de este segundo adquiere una mueva velocidad, a la que 
se desplaza uniformemente durante cl tercer Segundo, y 
así sucesivamente. 

Por eso, el espacio recorrido por el cuerpo en el tiempo 
М se hallará por la fórmula (1) y será aproximadamente 
igual a /() At, y en el tiempo ё, > 1, el espacio 


sx P м. 
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Aumentemos el número # de divisiones; entonces, At y 
los saltos del cambio de velocidad al final de cada intervalo 
Af serán cada vez menores. Si » > оо, Af -> 0 y, por соп: 
guiente, también /() Аё > 0. Al verificarse esta condición, 
la velocidad del cuerpo ya no varía en forma de salto, sino 
continuamente, y el recorrido será igual a: 


en 2 fO м, 


o, de acuerdo con la fórmula (5) ($ 113), 


lim SAA A = foa s 


м9 5 


Еј=мріо. La velocidad de movimiento de un cuerpo 
vicne dada por la ecuación 
v = (28 +1) сю. 
Hallar el espacio que recorre еп 6 з contados a partir del 
comienzo del movimiento. 
SoLución. De acuerdo con la fórmula (2), tenemos: 


A= 


А 
зерре те 


+2-6%=162 сш. 


Ejercicios 


1, La velocidad de un cuerpo que сае en el vacío se define por la 
fórmula 


v = 98 ms. 
¿Qué espacio recorrerá el cuerpo en los primeros 10 seg. de la caída? 


2. Hallar la fórmula del espacio recorrido por un Cuerpo que cae en 
el vacío si su velocidad de caída 


v= gt mjs 
3. La velocidad de movimiento de un cuerpo se expresa por la fórmula 


v = (38—20) еј. 


¿Cuál será el espacio recorrido por el cuerpo al cabo de 3 seg. contados a 
Partir del inicio del desplazamiento? 
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4. La velocidad de movimiento de un cuerpo 
وة‎ 
( - e 
Determinar el espacio recorrido en el tercer segundo. 
3. Dos cuerpos comienzan a desplazarse simultáneamente desde un 
mismo punto; uno, а la velocidad 


v = 30 mjmin, 


otro, a la velocidad 
v = 2t mjmin. 
¿A qué distancia se hallarán uno de otro pasados 10 min si se mueven 


en línea recta y el mismo sentido? 
6. Dos cuerpos se desplazan por una misma linea; uno, a la velocidad 


зе + 20) mjseg, 


y el otro, a la velocidad 


б 


(81410) mjs. 
Si al comenzar su movimiento estaban juntos, ¿cuándo y а qué distancia 
del punto de partida volverán a encontrarse? 


7. Hallar el espacio recorrido por un cuerpo desde el comienzo del 
movimiento hasta la parada, si su velocidad se expresa por la fórmula 


(60—209 стз. 


8. Una piedra se ha lanzado desde la tierra verticalmente hacia arriba. 
Hallar la altura máxima de elevación de la piedra si su velocidad 


v= (95—98) mjs. 


9. Una pelota se ha lanzado verticalmente hacia arriba a la velocidad 
inicial de 20 m/s. ¿Cuál será su altura máxima de elevación? 


$ 119, Trabajo de una fuerza. Supongamos que un cuerpo 
se desplaza en linea recta por la acción de una fuerza cons- 
tante F; entonces, el trabajo P realizado por esta fuerza 
en el espacio recorrido x se hallará mediante la fórmula 


P=Fx, а) 


donde x se expresa en metros; F, en kilogramos, у P, en 
kilográmetros. 

Pero cuando cl movimiento transcurre bajo la acción 
de una fuerza variable, la determinación de su trabajo es 
más complicada. Deduzcamos la fórmula para este caso. 
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Admitamos que en el punto O el cuerpo se encuentra en 
estado de reposo y comienza a desplazarse en línea recta 
(fig. 138) gracias a la acción de una fuerza variable F que 
cambia en función del espacio recorrido x, o sea, 

EA | 
Supongamos también que en'ciertos instantes de tiempo cl 
cuerpo se encontrara en los puntos A у B, siendo 
ОА =a y 0B =b. 
Mostremos cómo se determina el trabajo realizado por esta 
fuerza en el trayecto AB = b — a. 


г 1 А 


Fic. 


Para este fin, dividámoslo en # partes Ax, iguales y 
muy pequeñas. Supongamos, igual que en el problema del 
$ 118, que en los segmentos Ах la fuerza es constante, y 
varía, en forma de salto, al final de cada uno de ellos, Enton- 
ces, por la fórmula (1), el trabajo de la fuerza en е1 segmento 
Ax será aproximadamente igual a f(x) Ax, y el trabajo de 
la fuerza en todo el trayecto AB = b — а será 


В 
P x Y fla) Ах 

Si el número » de divisiones se aumenta infinitamente 

Ax y, por consiguiente, f(x) Ax se convertirán en infinitesi- 


males. En estas condiciones, la fuerza no variará a saltos, 
sino de forma continua, y su trabajo será 


A 
P= ln DIK Ax, 
o, de acuerdo con la fórmula (5) ($ 113), 


è 
P = iim Jo) ах = h fir) а 


А 
P= f fix) ах. (2) 
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EjempLo 1. Una fuerza de 1 kgf extiende un muelle en 
3 cm. ¿Qué trabajo realiza en ello? 

SoLucIóN. Por la ley de Hooke, la fuerza es proporcional 
a la extensión o contracción del muelle, o sea, 


F=kx, 


donde х es la magnitud de su extensión o contracción, у 
k, el coeficiente de proporcionalidad. 

Para hallar el valor de 4 en nuestro problema, sustitu- 
yamos las magnitudes dadas en la ecuación que expresa la 
ley de Hooke; obtendremos: 


1 = k - 0,03, 
de donde 
1 
E 


Por consiguiente, la fuerza que extiende nuestro muelle se 
expresará de la siguiente forma: 


Como la fuerza comienza a actuar sobre un muelle que 
se encuentra en estado de reposo, el límite inferior de la in- 
tegral en la fórmula (2) а = 0, y el superior, 5 = 0,03. Por 
consiguiente, el trabajo será: 


0015 kgím. 


Еуємрго 2. Un recipiente cilíndrico contiene aire atmos- 
férico cuyo volumen ть = 01 mi. El cilindro se ha colocado 
en un medio de menor densidad, gracias a lo cual el aire 
en el recipiente se dilata y empuja un émbolo. Calcular el 
trabajo realizado por el aire cuando su volumen se dilata 
hasta v, = 0,2 m3. (La temperatura del aire se mantiene 
constante.) 
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SoLución. Como se sabe, el volumen de un gas contenido 
en un recipiente cerrado y la presión que produce a tempe- 
ratura constante están relacionados por la fórmula (ley de 
Boyle-Mariotte): 


p=k в) 


donde k = const. Para resolver el problema razonaremos lo 
mismo que al deducir la fórmula (2). 

A medida que se empuja el émbolo, varía la fuerza de 
presión del aire sobre éste. Dividamos todo el recorrido del 
émbolo en » segmentos Ах muy pequeños, considerando que 
la presión es constante en cada uno de ellos y varía, en forma 
de salto, al pasar de un segmento Ax al siguiente. Enton- 
ces, el trabajo de la fuerza de presión en el segmento Ах 
será aproximadamente igual a 


pSAx, (4) 


donde р cs la presión del aire por unidad de superfici 
S, el área del émbolo. Tomando en consideración que 


y 


$Ах = Av (por la fórmula del volumen del cilindro), 
p= È (de la igualdad (3), 


la expresión (4) se puede representar en la forma 


g= 


obtendremos apro- 


Sumando los trabajos elementales A & 


ximadamente el trabajo de la fuerza de presión del aire 
cuando el volumen varía desde 1 hasta ту, es decir, 


Ре}; z. 


Cuando я -> оо 


lim УА 2° 


Ex v 


$ 119. Trabajo de una fuerza 
o, de acuerdo con la fórmula (5) ($ 113), 


= Mino, — n= Eh ê. (5) 


Para determinar el factor Ё, tomaremos en consideración 
que en el momento inicial el volumen del aire es de 0,1 m° 
y su presión normal, o sea, 10330 kgf/m?. Sustituyendo 
estas magnitudes en la igualdad (3), hallaremos: 


k = 10330. 0,1 = 1033. 


Sustituyendo, en la igualdad (5), А, ту y ту por sus valores, 
obtendremos: 


Р = 1033. = 1033 - In 2 = 1033. 0,693 ж 
ж 716 kgfm. 


жы 

1. Una fuerza de 6 kgf alarga un muelle 8cm. ¿Qué trabajo realiza? 

2. Calcular el trabajo realizado para contraer un muelle 4 cm, si 
para contraerlo 1 ст зе requicre una fuerza de 1 kgl. 

3. Un muelle se alarga 6 ст por la acción de уша fuerza de 3 kef, 
¿Qué trabajo realizará esta fuerza si el muelle se alarga 10 cm? 

4. Hallar el trabajo necesario para contraer un muelle 3 cm, Si se sabe 
que para contracrlo 0,3 cm зе requiere aplicar una fuerza de 1 kgf. 

5. Para alargar un muelle 2 cm basta aplicar una fuerza de 6 kgf. 
La longitud inicial del muelle es de 14 cm. ¿Qué trabajo deberá realizarse 
para extenderlo hasta 20 cm? 

6. Para alargar un muelle 4 cm se efectuó un trabajo de 10 kgím. 
¿Qué trabajo se realizarà al alargar el muelle 10 cm? 

7. Para alargar 2 cm cierto muelle es necesario realizar un trabajo 
de 20 kgfm. ¿Cuánto puede alargarse invirtiendo un trabajo de ВО m? 

. Un muelle, en estado de reposo, tiene 20 cm de largo. Una carga. 
де 10 kgf lo alarga 2,5 cm. ¿Qué trabajo se requiere para extenderlo desde 
los 25 ст de largo hasta 35 cm? 

9. Para extender una varilla metálica desde una longitud / hasta 
L+ x, hay que aplicar una fuerza 


donde А es una magnitud constante. Calcular el trabajo realizado por 
la fuerza para alargar la varilla desde la longitud { hasta la /, 
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10. Un resorte se comba 1 cm bajo la acción de una carga de 15+. 
¿Qué trabajo deberá invertirse para que la deformación del resorte sea 
de 3 em) (La fuerza de deformación es proporcional a la magnitud de 
ésta) 

11. Dos cargas eléctricas e, = + 100 unidades electrostáticas (ues) 
уа = + 30 (ues) están fijadas a la distancia de 10 cm una de otra. Hallar 
Д trabajo a realizar por la fuerza de repulsión si la carga £, se dejase 
Tibre y, desplazándose, se alejara 30 cm де la e, (La fuerza de tepulsión F 
que actúa sobre una carga en movimiento, la %, se determina por la fór- 
mula de la ley de Coulomb 

к-%% 


donde y es la distancia entre las cargas) 

12. Un cilindro contiene aire atmosíérico cuyo volumen es de 0,3 m%. 
El cilindro está colocado en un medio de menor densidad, gracias a lo 
cual el aire зе dilata y empuja un émbolo. Calcular el trabajo realizado 
por el aire si se dilata hasta 0,9 m?. (La temperatura del aire se mantiene 
constante.) 

13. Un recipiente cilindrico contiene 0,1 m? de aire atmosférico cuya 
temperatura se mantiene constante. El aire de este recipiente se dilata y 
empuja un pistón. ¿Qué volumen alcanzará el aire en caso de que el tra- 
bajo por él realizado sea de 2600 kgfm? 

14. Un cilindro con pistón móvil contiene aire atmosférico, El volumen 
del cilindro es igual a 0,2 m? El pistón comprime el aire hasta el volumen 
Че 0,06 wm". Hallar el trabajo efectuado por la fuerza de presión del aire зі 
la temperatura de éste se mantiene Constante. 

15. Un recipiente cilindrico cuyo volumen т = 0,1 т? contiene aire 
atmosférico sometido a compresión por un émbolo móvil. ¿Qué trabajo 
habrá de invertirse para comprimir el aire del recipiente hasta un volumen 
«y = 0.04 m?, manteniendo constante su temperatura? 

16. En cierto medio, un cuerpo se desplaza en linea recta según la 
S= й. La resistencia del medio es proporcional al cuadrado de la 
idad de movimiento. Calcular el trabajo invertito por la resistencia 
medio si el cuerpo se desplaza desde з = 0 hasta s = a. 


del 
Г 


$ 120. Trabajo realizado al levantar una carga. Por la fi 
sica se sabe que cuando se levanta una carga a cierta altu- 
ra se efectúa un trabajo igual al producto del peso, expresado 
en kilogramos, por la altura de elevación, expresada en me- 
troe. El propio trabajo se mide en kilozrámetros. Resolvamos 
varios problem: 

PROBLEMA 1. Es necesario bombear el agua de un tanque 
cilíndrico Пепо hasta los bordes. ¿Qué trabajo habrá que 
realizar si el radio de la base del tanque R = 0,6 m y su 
altura H=3 m? 

SoLucIóN. Si levantáramos a cierta altura el tanque con 
el agua, el trabajo requerido para ello se calcularía fácilmente 
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multiplicando el peso de la carga por la altura de la eleva- 
ción. Pero el trabajo invertido al bombear un líquido se 
determina de otra forma, más compleja, рот cuanto el li- 
guido no se eleva todo de шпа vez, 
sino por partes, capas; además, la al- 
tura de elevación de las distintas 
capas es diferente. 

Para resolver el problema, divi- 
damos el cilindro, por medio de pla- 
nos paralelos a su base, en capas finas 
(fig. 139). Separando una de ellas a 
la profundidad 


00,=y 
y designando con Ay y Av su espesor y 


su volumen, respectivamente, obten- 
dremos 


FIG, 19 


Av = zR? Ay mè, 
El peso del agua AQ en el volumen hallado será: 
A0 = «Кед y tf, 


pues 1 m8 de agua pesa 1 tf. Expresemos AQ cn kilo- 
gramos: 


AQ = 1000 xR°Ay kef. 


Para bombear el agua de esta capa, hay que clevarla 
hasta el torde del tanque, es decir, a la altura 


0,0 = y. 
El trabajo AP que se realiza en este caso se expresará así: 
AP = AQ - 0,0 =1000=R*yAy kgm. а) 


Al elevar sucesivamente las capas, de la primera a la 
última, hasta el torde del tanque, en cada caso se invierte 
un trabajo expresado por la igualdad (1); además, la magni- 
tud y tiene un valor propio para cada capa, comprendido 
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entre los límites de 0 a Н. El trabajo necesario para elevar 
todo el agua se expresará, entonces, en la forma 


узбо ۵ 


Pero el valor obtenido para el trabajo es aproximado. 
Para calcular el trabajo buscado, aumentaremos infinita- 
mente el número de divisiones del cilindro por los planos; 
entonces, todo el trabajo será 


и 
Р = lim Y) 1000 уду, 


а 
о, de acuerdo соп la fórmula (5) ($113). 
н 
í {100ге p= 100072 2|" = 


= 10002R* - E = 500=К°Н*. 


Sustituyendo R у Н por sus valores, 
hallamos: 


P = 500 = · 0,6 - 0,3? = 1620 z kgm. 


Promema 2. Un recipiente cónico, 
lleno de agua, está colocado con el vér- 
tice en la superficie de la tierra y tiene 
la altura Н =3 m y el radio de la base 
R =90 cm. ¿Qué trabajo deberá reali- 
zarse para vaciarlo por bombeo? 
Ѕоцостбх. Dividamos el cono, lo mismo 
que en el primer problema, en capas finas 
y tomemos cada una de ellas por un ci- 
rio. ue lindro. Separemos uno de ellos en la pro- 
fundidad ОО, = y (fig. 140). Designando 
su espesor y su volumen con Ay у Av, respectivamente, 
anotaremos: 


Av==-0,B?Ay mî 2 
Expresemos 0,В mediante y; de la semejanza de los 


triángulos 0,0,8 y 0,04, se ti 


$ 120, Trabajo realizado al levantar ика carga 


de donde 


ов = 02.003 = 05,100 —00) = 118—5). 


оо 


Sustituyendo en la igualdad (2) O,B por el valor hallado, 
obtendremos: 


Ar = 


ж (H — улу mî. 
El peso AQ del agua en el volumen Av será: 
aR 
30 = 1000? (H — уу! Ay ket. 


El trabajo AP invertido para elevar un peso AQ kgf de 
agua а la altura 


оо 


se expresará así: 
АР = 30: 0,0, = 10002 > УН — y)? Ay kgm. 


Entonces, el trabajo necesario para elevar toda «1 agua será 
aproximadamente igual а 


УУ 1000 = # y(H — y)? Ay. 
> z gp YH YY Лу. 


Si el número de divisiones del cono se aumenta infini- 
tamente, el trabajo buscado 


2 R 
P = lim Y) 1000  y(H — 3)? Ay, 
7 
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©, de acuerdo con la fórmula (5) ($ 113), 


Р 


1000 = E yH — му 


em 


н 
= w zx 24 уз) 

=i 00 2Ну*+ 3%) dy 
= поо E 2 үнү. 


SR 
git 


o, después de sustituir R y H por sus valores, 


Р = PEREZ — 607,57 kgm. 


Ejercicios 


1. Un tanque de base rectangular de 50 cm x 80 cm y altura igual 
a 60 cm, está lleno de agua. Hallar el trabajo que debe realizarse para 
vaciar por bombeo el tanque. 

2. Ün recipiente cilíndrico con el diámetro de la base D = 50 cm y 
la altura H = 70 cm, está lleno de agua. Calcular el trabajo necesario 
para vaciar por bombeo el recipiente. 

3. Hallar el trabajo requerido para bombear el keroseno de una cis- 
terna con el radio de la base R =2 m y la altura Н = 3m. (El peso 
especifico del keroseno d = 0.8) 

4. Una cisterna cilíndrica de 2 m de diámetro y 4 ш de profundidad 
está llena de agua. ¿Qué trabajo deberá invertirse para elevar toda el 
agua 15 m sobre el borde superior de la cisterna? 

5. Una soga de 30 m de largo y 2 cm" de sección transversal, fabricada 
de un material cuya densidad es 6,4 віст, зе saca de una mina а la super- 
ficie de la tierra. Determinar el trabajo realizado. 

6. Un recipiente de forma cónica con el vértice hacia abajo, está Пепо 
de agua. ¿Qué trabajo se requiere para bombear toda el agua del recipiente 
si el radio de la base del cono R = 30 cm y la altura Н = 1 m? 

7. Calcular el trabajo necesario para formar un montón de arena de 
torma cónica con el radio de la base igual a 12 m, y la айша, È m. (El 

peso especifico de la arena es de 2 gijem”; la arena se levanta desde la 
рейде de la tierra) 
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8. Un recipiente, en forma de cono truncado, está lleno de agua. 
¿Qué trabajo debe invertirse para vaciarlo por bombeo si los radios de las 
bases К = 2ш у= 1m, y la altura H = 3ш? 

9. De una mina de [= 100 m de profundidad hay que elevar una 
jaula que pesa 0 = 1000 kgf y pende de una soga enrollada a un tambor. 
Calcular el trabajo necesario para elevar la jaula, si el peso de un metro 
lineal de soga 9 = 2 kgf. 

10. Hallar el trabajo requerido para bombear el agua de una caldera 
scmiesférica cuyo radio R=3 m. 

11. Una caldera tiene forma de paraboloide de revolución, siendo la 
profundidad H = 0,5 т y el radio de la base R = 04 m. Determinar el 
Trabajo necesario para bombear toda el agua de la caldera llena hasta los 
bordes. 


$ 121. Presión de un líquido. 


PROBLEMA 1. Una placa rectangular, cuyas dimensiones 
son 20 cm x 30 cm, está sumergida en el agua de modo que 
su lado menor se halla en la superficie de ésta y el mayor 
tiene posición vertical. Calcular la presión del agua sobre la 
placa. 

SoLución. Supongamos que la placa dada ABCD está 
situada como indica la fig. 141, donde MN es la superficie 
del agua. Si esta placa estuviese en posición horizontal, la 
presión del agua sobre ella sería igual а1 peso de una columna 
de líquido que tuviera por base dicha placa, y por altura, 
la distancia de la misma a la superficie del agua. Pero esta 
ley no puede aplicarse para cal 
cular la presión del agua sobre una y _ © гу 
superficie vertical, уа quela presión 
por unidad de superficie varía con 
la profundidad. 

Para resolver el problema, di- 
vidamos la placa en gran número de 
franjas paralelas a AD. Separando $ 
una de ellas, la aded, por ejemplo, 
en la profundidad 

Bb 


y designando con Ду su anchura, у 4 4 
con As, el área, hallaremos 

As = ad-ab = 20 Ay cm?. (1) 
A la profundidad ВВ, la superficie horizontal de 1 cm? sufre 


una presión igual al peso de una columna de agua que tenga 
1 cm? de área de la base y Bb = y de altura, es decir, una 
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presión igual a y (la altura se expresa en centímetros, y la 
presión, en gramos). 

Por la ley de Pascal, la presión de un líquido se transmite 
en todos sentidos con la misma fuerza; por este motivo, 
su presión sobre 1 cm? de la franja abed situada en posición 
vertical, será aproximadamente y. En cambio, la presión 
AP sobre toda la franja abcd se expresará así: 


АР = уАз, 
o, después de sustituir Аз de acuerdo con la igualdad (1), 
AP =20yA: a 


Hallando de este modo la presión del agua sobre cada 
una de las franjas que constituyen la placa ABCD, obten- 
dremos, en cada caso, la magnitud de esta presión definida 
por la igualdad (2), donde cl valor de y corresponde a la 
profundidad en que se halla una u otra franja. Entonces, 
la presión del agua sobre toda la placa será aproximadamente 


igual a 


зо 
> 20yAy. 


Aumentemos infinitamente el número de divisiones de la 
placa ABCD; entonces, la magnitud de la presión 


Š sw 
Р = ін 20yAy = | 20ydy = 
my Ay \ уау 


= 10 - 30* = 9000 gf = 9 kgf. 


PROBLEMA 2. Una placa en forma de triángulo rectán- 
ABC con los catetos AB = 12 cm y АС =9 cm, se 
sumergido en mercurio de modo que el cateto AB ocupa 
una posición vertical y el vértice B se halla 3 cm debajo del 


nivel del mercurio. Calcular la presión del mercurio Sobre 
esta placa (el peso especifico del mercurio es 13,6 йт). 
Sorución. La posición de la placa se indica en la fig, 


142, donde MN es ld nivel а Lo mismo que еп el 
problema 1, dividamos la placa ABC en gran número de 
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franjas paralelas а AC y consideremos que son тес Я 
Separemos una de ellas, la abed, por ejemplo, situada а la 
profundidad Db. 

Designando Bb con y, y la anchura de la franja abed 
con Ay, hallemos su área AS (en centímetros cuadrados): 


AS = іс. Ay. 6 2 


De acuerdo con la ley de Pascal, 
la presión del mercurio sobre una 
superficie de 1 сш? situada а la 
profundidad 


рь = Bb +DB = y +3, 


и. 


Yes 


es aproximadamente igual a 4 г 
13,62% = 13,6(у +3), ae 
y la presión AP sobre toda la franja abcd se expresará así: 
AP = 13,6 (y +3) AS, 
o, de acuerdo con la igualdad (3), 
АР =136(y +3) - be- Ду = 13,6 » de(y +3) ду. (4%) 
Expresemos con y la longitud de la franja 0с; para ello, 


examinemos los triángulos АВС y Вс; de su semejanza se 
deduce 


de в 
AC ав 
o 
e y 
su. 
de donde 
э 


Ahora, la igualdad (4) se transcribirá así: 


AP=136+2 
1 


+3) Ay =10,2(9* +3y) Ау. (5) 
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La presión (en gramos) sobre cada una de las restantes fran- 
jas se determinará por la igualdad (5), donde y toma los 
valores comprendidos entre los límites de 0 a 12. Sumando 
todas estas presiones, obtendremos la magnitud de la pre- 
sión sobre la placa ABC, aproximadamente igual a 


$ 10,20? +3y) Ay. 


Si se aumenta infinitamente el número de divisiones de la 
placa ABC, la magnitud de la presión sobre la misma será 


E2 


а 
P=lm Ў 10,2 (y* +35) Ay = {102 33) dy = 
2 


=10,2 (+2) р =102 E ++ 
= 10,2 (576 + 216) = 10,2. 792 = 8078,4 gf = 8,08 kgf. 


н 
1. Hallar la presión que el agua que llena un acuario ejerce sobre 

una de sus paredes de 60 cm de largo y 20 cm de altura. 

agua sobre las paredes de un acua- 

l, si las dimensiones del fondo son 


І 
} 
ci 


Hallar la presión del agua sobre una placa rectangular colocada 
en posición vertical, cuyas dimensiones son 3 m x 2 m, si su lado mayor 
está situado verticalmente, y el menor, se encuentra 1,5 m debajo de la 
Superficie del agua. 

4. La pared lateral de un recipiente tiene un orificio rectangular de 
60 cm x 40 cm. ¿Con qué fuerza presiona el agua la válvula que cierra 
el orificio, si la posición de su lado mayor es horizontal y se halla 2 m 
debajo de la superficie del agua? 

5. Una placa en forma de rombo con los lados de 5 cm y una de las 
diagonales de 8 cm, está sumergida en el agua verticalmente. Hallar la 
presión del agua sobre esta placa si: 

1) su lado se encuentra en la superficie del agua; 

2) su lado superior se balla 2 cm debajo de la superficie del agua. 

6. Una placa en forma de triángulo de 2 cm de base y 1,5cm de altura 
está sumergida en el agua verticalmente. Hallar la presión que sufre la 
placa si 

1) su vértice se halla en la superficie del agua y la base, paralela a 
ésta; 


2) el vértice está 0,5 ст debajo de la superficie del agua, y la base, 
paralela a la misma. 
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7. Demostrar que si una placa triangular se encuentra sumergida en 
agua verticalmente, de modo que su base esté en la superficie del líquido, 
аурат presión del agua sobr la a 


donde 5 es el área de la placa, y A, su altura. 

Un vaso cilíndrico está lleno de aceite. Calcular la presión del aceite 
sobre la superficie lateral del vaso, зі su altura Н = 11 cm y el radio 
de la base R = 4 cm. El peso específico del aceite d = 0,9. 

9. Calcular la presión del mercurio sobre la superficie lateral del vaso 
que lo contiene, si la altura de éste H = 8 cm y el radio de su base R = 
3,5 cm. El peso específico del mercurio d = 13,6. 

10, Una portilla redonda de 30 cm de diámetro, situada en el costado 
vertical de un buque, está sumergida hasta la mitad en el agua. Hallar 
la presión del agua sobre la parte sumergida de la portilla. 

11. Un tubo horizontal, cuya sección transversal es un circulo de 6 m 
de diámetro, está lleno de agua hasta la mitad. Hallar la presión ejercida 
Рог el agua sobre la válvula vertical que cierra el tubo. 

12. Calcular la presión del agua sobre una presa en forma de trapecio 
cuya base superior es igual a 6.4 m, la inferior, 4,2 m y la altura, 3 m, 
si el agua llega hasta la parte superior de la presa. 

13. La parte delantera de un dique tiene forma de parábola con el 
vértice hacia abajo, La base del dique а = 32 m, y su altura A = 1,6 m. 
Determinar la presión del agua sobre el dique si ésta llega hasta su parte 
Superior. 

14. ¿A qué profundidad hay que trazar una línea horizontal en la 
pared de un acuario de 60 cm de largo y 25 cm de alto, para que la 
presión sufrida por la parte de la pared situada encima de esta línea sea 
igual а la que recae sobre la situada debajo? 


Capítulo ХШ 


Ecuaciones diferenciales 


$ 122. Nociones generales. Recibe el nombre de ecuación 
diferencial la ecuación que contiene las derivadas de la fun- 
ción buscada o sus diferenciales. Por ejemplo, x dy = 2y dx 
o y = 4х son ecuaciones diferenciales. 

Resolver una ecuación diferencial significa hallar la fun- 
ción de x que satisface la ecuación dada, o sca, que convierte 
dicha ecuación en identidad al sustituirla por y. 

La ecuación que contiene derivadas o diferenciales de 
orden no superior al primero se Пата ecuación diferencial 
de primer orden. 

Las ecuaciones diferenciales tienen gran aplicación en 
geometría, mecánica, física y otras disciplinas, así como en 
técnica. 

En el $ 107, examinamos un ejemplo de solución de una 
ecuación diferencial: hallar la ecuación de la curva por el 
coeficiente angular de la tangente. El resultado de la solu- 
ción de la ecuación diferencial 


2-2 (0 


fue la expresión 


2 
que recibe el nombre de solución general de la ecuación dife- 
rencial. Sustituyendo х e y por sus valores 1 y 3, hallamos 
la expresión 


denominada solución particular de la ecuación diferencial*). 


*) La solución general de una ecuación diferencial contiene siempre 
la constante arbitraria С; en la solución particular, esta constante es un 
número determinado. 
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Los valores dados x =1 e у = 3 se llaman condiciones 
iniciales; se dan para que de la solución general se obtenga 
la particular. 

Es fácil comprobar si la ecuación diferencial está resuel- 
ta correctamente: basta con sustituir la expresión (2) en la 
ecuación (1). El resultado será: 


4° +су__ 2х, 
2 
о 
==. 
а 
es decir, 
2x=2x, 


lo que indica que la solución de la ecuación (1) es correcta. 


$ 123. Ecuaciones diferenciales de primer orden de variables 
separadas. Si cada miembro de la ccuación diferencial es 
el producto de cierta expresión, dependiente de una variable, 
por la diferencial de esta variable, se dice que, en la ecua- 
„ las variables están separadas; por ejemplo, х dx 
éste caso, se puede integrar cada término de la ecuci 
Las ecuaciones de variables que se separan reciben el 
nombre de ecuaciones diferenciales de variables separadas. 

Para resolver una ecuación diferencial de variables sepa- 
tadas, hay que separar éstas y, después, integrar ambos 
miembros de la ecuación. 

Examinemos algunos ejemplos. 

EjempLo 1. Resolver la ecuación х dy = y dx, si cuando 
x =5 se tiene y = 10, 

SoLución. Para separar las variables, dividamos por el 
producto xy ambos miembros de la ecuación; obtendremos 


E 


dy _ de 
э = 
Integrando ambos miembros de la última ecuación, halla- 
remos: 
9 (2 
y Ja 
o 


ъ= арас 
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En el miembro derecho se ha agregado una constante de la 
forma In|C| para facilitar la potenciación. Potenciando, 
obtendremos: 


Ly|=]Cx|. о y= + Cx. 
La solución general de la ecuación inicial puede anotarse 
simplemente en la forma 

y=Cx 
(ilos signos + se pueden omitir, уа que la presencia de la 
constante arbitraria C los toma en consideración implici- 
tamente!) Para hallar la constante C, sustituyamos, en la 


solución obtenida, las condiciones iniciales х = 5 e y =10 
se tendrá 


10 =5C, 
de donde 
c=2. 
Por consiguiente, la solución particular buscada será 
y=2x% 
De este modo, de todas las rectas (familia de rectas) 


que pasan por el origen de coordenadas, hemos separado una, 
en la que se halla el punto con las coordenadas (5; 10). 


EjemeLo 2. Resolver la ecuación # =2ly —3), si para 


x=0 se tiene y=4. 
SoLución. Después de separar las variables obtendremos: 


24, 
de aquí 


Graz, 


In|y-3]=2x +С. 

Para potenciar, el miembro derecho de la última igualdad 
debe anotarse también con el signo del logaritmo. Conforme 
a la definición de logaritmo, se tiene: 

2х = 1 е"; 
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r consiguiente, la solución general puede transcribirse en 
roma 
їа}у—3|=1а ê" +1m/C]; 


de aquí, potenciando, obtenemos: 
y-3=Ce" 


Hallamos el valor de С por las condiciones x=0 e y = 4; 
haciendo la sustitución, se tendrá: 
4-3=C.=C-1, 


o sea, 
C=1 


Así, pues, y—3= e", o 


у= e +3. 

EjExpLO 3. Una esfera metálica que, al comenzar un 
experimento, tenía 12° de temperatura se enfría hasta 0° 

r un chorro de agua. A los 8 min, la esfera se había enfriado 
Pasta 9°. Considerando que la velocidad de enfriamiento es 
proporcional a la diferencia entre la temperatura del cuerpo 
y la del agente refrigerante, hallar: 

1) ¿cuánto tiempo tardará la esfera en enfriarse hasta 
la temperatura de 7°? 

2) ¿cuál será la temperatura de la esfera a los 30 min 
de haber empezado el enfriamiento? 

SoLucróx. Designemos соп Т la temperatura de la esfera 
y con £, el tiempo transcurrido desde el comienzo del expe- 
timento; entonces la velocidad de enfriamiento será igual 


ala derivada 27 - De acuerdo con las condiciones 
7 


ат 
= ЩТ – 0) = АТ, 


donde k es el coeficiente de proporcionalidad. Separando 
las variables, obtendremos: 


зш, 
т 
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de donde (aquí T >0 y, por lo tanto, en el logaritmo se 
omite el signo de magnitud absoluta) 

БТС, 


hT=he С, 
о, por último, después de la potenciación 
Т= сё. @ 


Para hallar las constantes C y Ё, utilizamos los datos 
del problema: 


si £=0, la temperatura de la esfera T = 12°, 


si £= 8, la temperatura de la esfera T = 9°. 


Sustituyendo en la igualdad (2) £ y T por sus valores, obten- 
dremi 


12= C8 y 9= Cek, 
De la primera igualdad tenemos С = 12, y de la segunda 
œ = 0,15. 6 
Para calcular е", hallemos la raíz de octavo grado de ambos 
miembros de la igualdad (3): 
ё = |075 = 075%. 


Elevemos a la potencia £ ambos miembros de la igualdad 
obtenida: 


А 


2 = (0,75) 


Sustituyendo en la igualdad (2) С y е“ por sus valores ha- 
lados, se tendrá: 


T=12. (073. 4) 


Para responder la primera pregunta del problema, cal- 
culemos el logaritmo decimal de la igualdad (4): 


log T = log 12 + £ log 0,75 (5) 
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y supongamos Т = 7 en la igualdad obtenida: 
log 7 = log 12+ $ log 0,75, 


de donde 
y — Sos 7— log 12) _ 8(0.8451— 1.0792) 
1og 0,75 8731 “> 


——8-023441_ 1,8728 


ж 15 min. 
—0,1249 0,1249 


Para responder la segunda pregunta del problema, supon- 
gamos {= 30 en la igualdad (5): 


log T = log 12 + 22 log 0,7 = 10792 + 2.18791 = 


= 10792 + 2 (—0,1249) = 1,0792 — 0,4684 = 0,6108, 


de donde 
Т 4°. 


Ejercicios 
Hallar las soluciones particulares de las ecuaciones: 
1. ds = (4t — 3) de, 
2. dz = OP — de, 
3. хах = dy, 
4. xdx = y dy, 
ES 
в. 
7 


ds + ydy 
к= 0а sds 
de 


dy de 
E 
. 2s dt = tds, 

э4у— 345—0. 
Pay = y de, 


ج1 22 


13. dy + rds = 2x 
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eo rel y‏ اهر و 
Dade 2а, РНТ‏ + .18 

16. VF dy Уу de = 0. si cuando r=0  y=0 
п. & si cuando х = 0 у= 1. 


а. © si cuando 1=0 у=}. 


19. 
20. 


sî cuando =0 у=! 
sicuando =0 у= 1. 


a. si cundo س‎ 5 
РРР РОР: 
ашау тав z 
в 0-92 +90 decoro yot 


24. dy + y tg zdz = 
25. cos x sen y dy — 
— cos y sen x dx = 0. si cuando z = 


si cuando z=0 у= 1 


Hallar las soluciones generales de las ecuaciones: 


6 و‎ + 27. ayt + د‎ e (y — y) dy = 0 


28. (y — y)dy + (x + a3) dx = 0. 
29. (14 11) dy — (ay + 3) dx = 0. 

30. yaz + (1—3) xdy =0. 31. dy + (y — I) dt = 0. 
32. ay + y) dr = zdy. 33. (а +) бу = ydr. 

34. му —2зу = 3у. 


35. Un cuerpo se desplaza por el eje de abscisas, partiendo del punto 
A(10; 0), a la velocidad 


ua 


Hallar la ecuación del movimiento del cuerpo. 
36. Escribir la ecuación de una línea que pase por el punto A(— 1; 0) 
y cuya tangente tenga el coeficiente angular igual a 2 en cualquier punto. 
37. Hallar la ecuación de una curva que pase por el punto 4(3; 1) 
у tenga una tangente con el coeficiente angular igual a 2x — 
38. Hallar la ecuación de una curva que pase por el punto 4(4; 4) 


2 
y tenga una tangente con el coeficiente angular igual a k = =. 
7 
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39. Escribir la ecuación de una curva que pase porc! punto 4 


y tenga una tangente con el coeficiente angular A = y. 

40, Las coordenadas de los puntos de cierta curva están relacionadas 
por la ecuación 

ay = (e+ hy 
Escribir la ecuación de esta curva si pasa por el punto 4(1: e). 

41. Un cuerpo se desplaza por una curva que tiene una tangente con 
el coeficiente angular A = 12. Hallar la variación de la ordenada del punto 
l Varias la abscisa desde 2 hasta 3. 

42. La velocidad v de un cuerpo lanzado hacia abajo a la velocidad 
inicial т, Se determina por la igualdad е = ту + gt, donde £ es el tiempo, 
Y g, la aceleración del movimiento del cuerpo. Hallar la ecuación de movi- 
miento de este cuerpo. 

43. Un cuerpo, cuya temperatura es de 25", se ha colocado en un termos- 
tato mantenido а 0". Sabiendo que ы velocidad de enfriamiento de un 
cuerpo es proporcional а la diferencia entre la temperatura del cuerpo у 
la temperatura del medio ambiente, determinar cuánto tardará el cuerpo 
en entriarse hasta 10", st en 20 min se enfría hasta 20°. 

44. Si la temperatura del aire es igual a 20° y un cuerpo, colocado 
en este aire, se entria desde 100° hasta 60* en el curso de 20 min, ¿cuánto 
tardará en enfeiarse hasta 30"? (Véase la ley del enfriamiento en el problema. 
No 43) 

45. La temperatura del aire es de 15. Este aire enfrió cierto cuerpo 
desde S0" hasta 30° en el curso de 10 min. ¿Cuál será la temperatura del 
cuerpo una hora después de efectuada la medición inicial? (La ley del 
enivamiento se olrece са el problema No 43) 

46, Un cuerpo mantenido en aire de 187 de temperatura se entrió 
desde 40" hasta 34° en 25 min. ¿Cuál será la temperatura del cuerpo 1 
hora 15 min después de efectuada la medición inicial? (La ley del enfria- 
miento se ofrece en el problema No 45) 

47. Un disco que gira en un líquido retarda su velocidad angular a 
causa de la fricción. Se Sabe que esta última es proporcional a la velocidad 
angular. Determinar a qué velocidad girará el disco en el instante £ — 
si cuando £ = 0 daba 120 rpm y cuando £ = 180 трт. 

48. Un disco comenzó а rotar en wn líquido а la velocidad de 3 rev 
si al cabo de 1 min su velocidad es de 2 геу}, ¿cuál será 3 min despuê 
Че iniciar la rotación? (Véase el problema No 47) 

49. Un disco que había comenzado a girar en un líquido a la velo 
cidad de 3 rev/s a los 2 mia hacía 3 теј. ¿Cuánto tardará, а partir del 
comienzo de la rotación, en tener una velocidad de 1 тех? (Véase el 
problema No 47). 

50. Durante la fermentación, la velocidad del incremento «el fermento 
activo es proporcional a su cantidad existente. Si la cantidad inicial es de 
Y g, al cabo de una hora alcanza 12 8. ¿A cuántos gramos llegará 5 
horas después de comenzar la fermentación? 

51, Al cabo de 2 horas de fermentación, la cantidad de fermento 
es de 2 g, y al cabo de 338. ¿Cuál era la cantidad inicial de fermento? 
(Véase el problema No 30) 
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Capitulo XIII. Ecuaciones diferenciales 
$ 124. Ecuaciones diferenciales homogéneas de primer orden. 
La ecuación de la forma 
Рах +Qdy =0, u) 

donde Р y Q son funciones homogéneas *) de la misma potencia 
de x e y, se llama ccuación diferencial homogénea de primer 
orden, 

Mostremos, en un ejemplo, cómo se resuelve tal ecuación. 

EjemeLo. Resolver la ecuación 


“yal хуб. (2) 
y = 9 
SoLución. Reduzcamos la ecuación (2) a la forma (1), 


multiplicando sus dos miembros por dx. 
Obtendremos: 


мах + dy — хубу, 


dx + (at — xy) dy 


0. B) 


En la ecuación (3) 
Ж 


y 0= 
Como se ve, P y Q son funciones homogéneas de x e y; 
además, ambas de segundo orden; por lo tanto, la ecuación 
(2) es homogénea. 

De la ecuación (2) hallamos 


— ху. 


0 


Supongamos 
6) 


donde z es una nueva función de x. Hallando z, tendremos, 
de la igualdad (5), la función buscada y. 


*) Un polinomio se llama homogéneo respecto a x е y si todos sus 
términos tienen la misma potencia, Por ejemplo, los polinomios xty — xy", 
24% — Зву, Sx + 4y + ҮЗ + эй son homogéneos: el primero de tercer 
orden, el segundo de segundo orden y el tercero de primer orden. 
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Para hallar z, diferenciemos respecto a x la igualdad (5) 
aplicando la regla (IV) del $ 70; 


5 
Paro 6) 


Sustituyamos en la ecuación (4) los valores de y y Y 
tomados de las igualdades (5) y (6); obtendremos: 


Efectuando la separación de las variables en la ecuación 
obtenida, anotaremos 


De aquí 
Paeis 
Después de la integración se tendrá 
2—In)2|=1m]x] +la{C]. m 
Representemos z en la forma 
:=he. 
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Ahora, la ecuación (7) tomará la forma 


те [2 = |а| С, 
o 
= Cex. (8) 
De la igualdad (5) hallamos 


= 
Sustituyendo, en la igualdad (8), z por su valor hallado, ob- 
tendremos 


e) 


La ecuación (9) es la solución general de la (2). 
Para comprobar si la solución es correcta, diferenciemos 
respecto a z ambos miembros de la ecuación (9). Consi- 


derando e* como función compuesta, aplicamos la regla de 
diferenciación (XVII) del $ 81, y al miembro derecho, la 
(V) del $ 71. Obtendremos 


[2] =cy. 
“Qe 
Por la regla (VI) del $ 72 
a Y 
(= 
Por consiguiente, 
a =Cy. (10) 


La ecuación (10) contiene la constante С que debe ser exclui- 
da de la misma. Para ello, de la ecuación (9) hallamos 


с 


$ 125. Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden 


y еп Ja ecuación (10) sustituimos С por su valor, obtenién- 
lose: 


Despejando y” en esta ecuación, hallaremos 
>” 


y= 


Hemos obtenido la ecuación 


ial (4). 


Ejercicios. 
Hallar las soluciones generales de las ecuaciones: 


1 (e+ yds + xay =0. 2 (ep = dy. 3 y= 
ЛЕУ. a pray (а ج‎ уа. S. (а ل ا2‎ зубу 0. 


ay 
dy 

ИЕГЕР ЕТИ 

=Z} .حرو‎ may 
РА 2 r 22 —2:у Ñ 


Haar las soluciones particulares de las ecuaciones: 
y 25+у 
2 


+ و 
20у = ZEP, y yaa к=‏ 
y E у= 1 cuando х= 1‏ 


ny + si y=0 cuando z= 1 


By = 


‚ч y=? ami 5-2. 
+ 

$ 125. Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden. La 
ecuación de la forma 


SF 0) 


donde p y q son funciones de x o magnitudes constantes, se 
llama “ecuación diferencial lineal de primer grado. 

Cuando esta ecuación tiene la forma general, no pueden 
separarse las variables. Sin embargo, utilizando un proce- 
dimiento especial, puede transformarse en ecuación de va- 
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riables separadas; hecho esto, la ccuación lineal se resuelve 
fácilmente. Basándonos en un ejemplo, mostremos cómo se 
hace, 

EjempLo. Resolver la ecuación 


(aer 


SoLución. En primer lugar, es necesario reducirla a la 
forma (1); para ello, multipliquemos por x ambos miembros. 
Obtendremos 


Y — 2ху = (х— эзе”. @) 
Supongamos 
3 Я (3) 
donde w y z son nuevas funciones de х, Nuestra tarea con- 
siste en hallar estas funciones, para después hallar la función 
y, de la igualdad (3). Diferenciemos respecto а х la igualdad 
13). aplicando la regla (IV) del $ 70: 
dy 
a 


m 


Sustituyendo en la ecuación (2) 4" ¢ y por sus valores toma- 
dos de (3) y (4), se tiene 
А E +2 2am = (x — e. 
Si, por ejemplo, se quiere hallar primero la función z, 
es necesario reunir todos los términos que contienen la fun- 
ción и y sacar esta función fuera de paréntesis. Tendremos: 


Т 


Hallemos ahora una función z tal, que convierta en cero el 
Primer paréntesis de la igualdad (5), es decir, que 

= = 

220. (6) 
Si se verifica esta condición, la igualdad (5) se transformará 
en la siguiente: 


= (кла) е", (5) 


ата Y) 
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Separando variables en la ccuación (6), anotaremos 


Ë 2 dx. (8) 


De aquí 
{< fa dx, 
o, después de la integración, 
In[z|=x* +In]Cl. ө) 
Conforme a la definición del logaritmo 
ай = Ine", 


por lo que la ecuación (9) tomára la forma 


hlzl = me 1С], 
de donde 


= Се". 


Necesitamos una de las soluciones particulares де la ecuación 
(8). Elijamos la más simple; para ello, supongamos la cons- 
tante arbitraria С = 1. El resultado será 


= e, (10) 
Sustituyendo el valor hallado de z en la ecuación (7), obten- 
dremos 
el (ayer 
de м 
а 


=r- a, 
ar 


Esta ecuación es también de variables separadas. Resol- 
viéndola hallaremos 


e 
= +С. an 
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Sustituyendo en la igualdad (3) los valores de z y ш tomados 
de las igualdades (10) y (11), obtendremos la solución gene- 
ral de la ecuación (2) 

y چ دع‎ +e. 


La solución se comprueba de la misma forma que en el 
ejemplo del $ 124. 


Ejercicios 
Hallar las soluciones generales de las ecuaciones: 


PA A i 
> БЕП 
E ус 
y 
EE OS 
зеп ж چ‎ 
Hallar las soluciones particulares de las ecuaciones: 
16. зу ty siy=0 cuando r= 1 


17. y —2y +3. 


, cuando х = 0. 
18. ху —2у = PE, 


cuando x= 1 


sy 


19. ,ك چاو ر‎ siy=0 cuando z= 0 
ат 


20. лу +у=х+1. siy=3 cuando x 


$ 126. Ecuaciones diferenciales de la forma = 0). 


La ecuación que contiene derivadas o diferenciales de segundo 
orden se llama ecuación diferencial de segundo orden. La más 


simple de estas ecuaciones tiene la forma 22 = fa); se 
resuelve mediante doble integración. 
Ејемр1о 1. Resolver la ecuación #2 1—2. 
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Ly 
126. Ecuaciones diferenciales de la forma ZZ = f(x) 
g ije fo Ла) 


SoLución. De acuerdo con la definición de la segunda 
derivada, puede anotarse 


а 
а 


Supongamos ahora 


entonces, 


dp = (1 — 21) dx. 
Integrando esta última igualdad, hallaremos: 
fas ={а 20а 
y 


Pero 


por lo tanto, 


ас). 
Integrando otra vez, se tiene 


х={6- +С) ах = 


б +са+с. 0 
Hemos hallado la solución general de la ecuación dada. 
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Para obtener su solución particular, es necesario deter- 
minar los valores numéricos de las constantes C, y Cy; esto 
requiere que se tengan las condiciones iniciales. Supongamos 
que la curva definida por la solución particular pasa, por ejem- 
plo, por los puntos con las coordenadas (0; 1) yu 


entonces, sustituyendo los valores de x e y en la ecuación 
(1), obtendremos el siguiente sistema de ecuaciones respecto 
a €, y Се 


de donde 


Por consiguiente, la solución particular de la ecuación 
diferencial dada para las condiciones iniciales indicadas será: 


22-241 
3 


Para comprobar si la ecuación ha sido resuelta correcta- 
mente, hallemos la segunda derivada de esta función: 


2—1, 


-1) =1-2x 


Hemos llegado a la ecuación inicial, lo que indica que ha 
sido resuelta correctamente, 

En este ejemplo, las condiciones iniciales se dieron en 
forma de coordenadas de dos puntos de una curva definida 
por la solución particular de una ecuación diferencial. Pero, 

condiciones iniciales pueden venir dadas de otra forma, 
por ejemplo, si z = xp, у = yo е у' = у. Esto significa que 
se dan un punto de la curva y el sentido de la tangente en 
este punto. 

EJEMPLO 2. La aceleración del movimiento rectilíneo de 
un cuerpo es de 2 cm/s*. Expresar el espacio з recorrido por 
el cuerpo en función del tiempo £. 
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SoLución. Conforme al concepto mecánico de la segunda 


derivada de una función ($ 85), se tiene 


4 _ 
== 
Designando 
de 
= 
anotaremos: 
ds 
eE) 
ea 
de donde 
dp=2dt 
m 
®=@+С, 
Sustituyendo $ por su expresión, obtendremos: 
ERA CS 


а 
ds = (2t +С) dt, 
de aqui 
+={@+с)ш—+си +С. 


(2 


6) 


Para obtener la solución particular se necesitan las соп- 


diciones iniciales. Si cuando £ 


0, 


оу $ =0 (supone- 


mos que en el instante inicial del movimiento el espacio s 
y la velocidad = son nulos). Sustituyendo por ceros t, s 


y a en las ecuaciones (2) y (3), obtendremos: 
C,=0, С,= 0. 
Así, pues, la dependencia buscada será з =. 
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Hallar las soluciones particulares de las ecuaciones: 


10, si cuando 
аа 

25 si cuando 
га 

3. yf =з», si cuando 

a 14, sí cuando 
а 


an 


an 
es 


E = 1 sent. 
añ 


8. yy = cos x. 


12. Hallar la ecuación del movimiento de un punto pesado lanzado 
verticalmente hacia arriba a la velocidad inicial ty. 

13. La aceleración del movimiento rectilíneo de un cuerpo se deter- 
mina por la igualdad j = £ + t. Hallar la ley del movimiento del cuerpo 
si en el instante f = I su velocidad v = 2 y el recorrido 5 = 4. 

14, Un cuerpo se desplaza en línea recta, siendo su aceleración j = 6f — 
— 4, la velocidad inicial к, = 4 y el espacio S = O cuando f = 0. Hallar: 

1) la velocidad y el espacio recorrido en función del tiempo t, 

2) el espacio, la velocidad y la aceleración en el instante £ = 3, 

3) el instante de tiempo en que la velocidad alcanza el mínimo. 

15. La aceleración del movimiento rectilíneo es proporcional al tiempo. 
Hallar la dependencia entre la distancia recorrida y el tiempo si cuando 
1=00=0yS=0y cuando t= 1, S = 1 

16. La aceleración del movimiento rectiliaco es proporcional al cua- 
drado del tiempo. Hallar la dependencia entre la distancia recorrida y 
el tiempo si cuando { = 0, v = 0 y S = 1, y cuando £= 1, S = 2. 


$ 127. Ecuaciones diferenciales homogéneas lineales de se- 
A 


У + = Ла), a) 
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donde p y q son magnitudes constantes, y f(x), función conti- 
nua de x, se llama ecuación diferencial lineal de segundo 
grado com coeficientes constantes. 

En lugar de la función f(x), el miembro derecho de la 
ión (1) puede ser igual a cero; en este caso, obtendremos 
la ecuación 


У +P +9 = 0, 2) 
denominada homogénea. La ecuación (1) recibe el nombre de 
no homogénea. 

Ocupémonos del análisis de la ecuación homogénea (2). 

TEOREMA 1. Si y = y, es solución de la ecuación (2), en- 
tonces y = ayy, donde a es un factor constante, también será 
solución de esta ecuación. 

Demostración. Hallemos la primera у la segunda deri- 
vadas de la función у = ayy: 


(аху) 


Sustituyendo en la ecuación (2) 
obtendremos: 

ayi + pay, + да) 
Según la condición з 
entonces, 


/ e y por sus valores, 


alî + 


4) =0. (3) 
satisface la ecuación (2); 


Ж +ру HD 
y, por lo tanto, la igualdad (3) es una identidad, o sea, 
0=0. Pero esto significa que ay, es solución de la ecuación (2). 
TEOREMA 2. Sí) 
ción (2), la suma y 


0, 


1 € ¥ = уз son soluciones de la ecua- 
Ya + Ya también será su solución, 
Hallemos la primera y la segunda deri- 
F= و‎ +9 


Уә 
En la ecuación (2) sustituyamos y 
MARA +) Hgo + 19) 

бї FA +9) 


у е y por sus valores: 
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Por la condición y = уу son soluciones de la ecuación 
(2); por consiguiente, satisfacen esta ecuación y, por lo tanto, 


AFÍN +910 


Así, pues, la igualdad (4) es una identidad, o sea, 0 = 
y por ello у = уу + Уу ез solución de la ecuación (2). 

Como зе sabe, las Soluciones y = y, е y = уу Se llaman 
particulares, que pueden ser lincalménte dependientes y li- 
nealmente independientes. 

DEFINICIÓN. Dos soluciones particulares de la ecuación (2) 
se denominan lincalmente dependientes si una de ellas puede 
obtenerse multiplicando la otra por un factor constante cualquiera ; 
en caso contrario, las soluciones particulares se llaman lineal- 
mente independientes. 

Por ejemplo, la ecuación 


y —5у +6y=0 6) 


tiene soluciones particulares de dos tipos: 
dee ye. 


(más adelante expondremos cómo hallar estas soluciones). Si 
se toma е y se multiplica por 5, obtendremos 5e que es 
también una solución particular (teorema 1); de acuerdo con 
la definición, y = e e y = 56 son soluciones particula- 
res linealmente dependientes, mientras que las soluciones 
y = és e y = 0% son linealmente independientes, por cuanto 
cualquiera que sea el factor constante a se verifica e # 
Фф аё. 

TEOREMA 3. Si 
res de la ecuación (2) 
general será 


y 


эз е у = ya зоп soluciones j- 
linealmente independientes, su solución 


Суу + Су 6) 


donde C, у С, son constantes arbitrarias. 
Dexosrracióx. Para demostrarlo, se puede emplear el 
procedimiento utilizado en los teoremas 1 y 2. Sin embargo, 
es más sencillo actuar del siguiente modo. De acuerdo con la 
condición, y, e y, son soluciones particulares de la ecuación 
(2); entonces, Суу, y Сууу son también sus soluciones (teo- 
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rema 1) y, por lo tanto, su suma es también solución de dicha 
ecuación (teorema 2). 

Hay que hacer notar que la solución general de la ecuación 
diferencial (2) debe contener dos constantes arbitrarias, y 
esto puede tener lugar sólo si en Ja solución (6) entran dos 
soluciones particulares linealmente independientes; en caso 
contrario, habrá una sola constante arbitraria y la solución 
no será general, sino particular. Expliquemos lo dicho to- 
mando un ejemplo. Volviendo а la ecuación (5), anotaremos 
su siguiente soluci 


Cie + Сав, 0) 


que contiene dos soluciones particulares linealmente depen- 
dientes, е y ae'». Transformando (7), obtendremos: 


у= (С, + aC) ё: = Сёз, (8) 


donde C, + aC, = С. Como se ve, la solución (8), equivalente 
a la (7), contiene una constante arbitraria C, aparecida 
gracias a Ja fusión de С, y аС„ por lo que no será solución 
general, sino particular, de la ecuación (2). En efecto, la 
solución (8) no incluye todas las soluciones particulares de 
la ccuación (2), faltan las soluciones de la forma е. 

De lo dicho se deduce que para obtener la solución ge- 
neral de la ecuación (2) se requiere saber hallar sus soluciones 
linealmente independientes particulares. 

En los cursos completos de análisis matemático se de- 
muestra que las soluciones linealmente independientes parti- 
culares de la ecuación (2) son funciones de la forma 


e, (9) 


donde # es el número constante que debe hallarse рага una 
u otra ecuación diferencial homogénea lineal de segundo 
orden. з 

Si y = e” es una solución particular de la ecuación (2), 
debe Satisfacer esta ecuación para cierto valor de А. Este 
valor se halla diferenciando la función y = e. 


= (EY = ke", 
Uey = вач; 
357 


Capítulo XII. Ecuaciones diferenciales 


sustituyamos en la ecuación (2) у^, у e y por sus. valores; 
obtendremos: 


кё” + phet + gê” =0, 


(e + pk + q)e* =0. 
Como e* ¥ 0, evidentemente 
K + pk (10) 


Resolviendo la ecuación (10) se tendrán dos valores de k 
que sustituiremos en la función (9). А 

De este modo, hallaremos dos soluciones linealmente inde- 
pendientes particulares de la ecuación (2): 


pee у=. 


La ecuación (10) se Пата ecuación característica de la 
ecuación diferencial homogénea lineal de segundo orden con 
coeficientes constantes. 

Observemos que para formar la ecuación característica, 
basta sustituir, en la ecuación (2), y", у e y por А, k y 1. 

Examinemos tres casos de solución de la ecuación (2). 

Румен caso. Las raíces de la ecuación característica son 
reales y de distinto valor. Por consiguiente, la ecuación (2) 
tiene dos soluciones particulares linealmente independiente 
у=ёее у = e, y, por lo tanto, su solución general será: 


Escribamos la ecuación característica 


#— 5# +6 =0, 
de donde 

ki =2 yk 
Así, pe para la ecuación dada las soluciones particulares 
linealmente independientes serán 


у=ё е yad, 
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y su solución general se anotará así: 
у = С, +С. 


SEcuNDO caso. Las raíces de la ecuación característica 
son reales e iguales, o sea, #, = А. Hallamos una solución 
particular: 

e. 


y 


Se puede demostrar que la segunda solución particular será 
у= ae, 
Mostremos esto en el siguiente ejemplo. 


EJEMPLO 2. Resolver la ecuación y" +4y" +4y = 0. 
SoLución. Resolviendo la ecuación característica 


kt +4k +4 =0, 


hallamos: 


Una solución particular у 
Comprobemos si у 
Para ello, hallamos: 


у = (e) = ur + (e) — 206-5. 
Y = (б — 207%) = (07) — е2 — Raley 


46: хен, 


= 2e — Lera 4де 


Sustituimos los valores y”, y' e y en la ecuación: 


4672: + Axe? + de 2s — Bre? + 4ле 


La identidad obtenida muestra que y = xe:* es la segunda 
solución particular de la ecuación diferencial dada. 

sf, pues, hemos hallado dos soluciones particulares para 
la ecuación dada: 


y=0% е у= л, 


que son linealmente independientes; por este motivo, la 
solución general de esta ecuación será 


y= Сб? + Care = (С, + Cx) e. 
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Tercer caso. Las raíces de la ecuación característica son 
complejas, a saber: 


ki =a +bi y k= a — bi. (1 
Las soluciones particulares de la ecuación (2) serán 
у= e у= бесни (12) 


Sin embargo, estas soluciones se pueden transformar en expre- 
siones que no contienen magnitudes imaginarias. 
Representemos la función (12) de la siguiente forma: 


жеди 
у= е = ече, 


Sumemos estas igualdades 
la segunda; obtendremos 


a += E нен), 
non= e e), 


y, luego, restemos de la primera 


Multipliquemos рг la primera de las igualdades obtenidas 


y por L, la segunda: 


+з = 
2 


аз) 


1 
=. 
z Е 


De acuerdo con las fórmulas de Euler *) se tiene 
Art + ert 
аст 
өн сэн 


cos bx, 


sen bx, 


®) En el $ 139 se demostrarán las fórmulas de Euler: 


$ 127. Ecuaciones diferenciales homogenias 
por lo que las igualdades (13) tomarán la forma: 


ntn ы ёё cosbx, 


(14) 
= ё sen bx; 


Yı +) € Yı— y, son soluciones particulares de la ecua- 
ción (2) (teorema 2) 7ı— Y: son también solucio- 


ine 

2 Е 
пеѕ particulares de esa ecuación (teorema 1). 

Así, pues, hemos hallado dos soluciones particulares de 
la ecuación (2) representadas por las igualdades (14); además, 
estas soluciones son linealmente independientes. Por consi- 
guiente, la solución general de la ecuación (2) se anotará 
en la forma 


Cie" cos bx + Се sen bx = 
= é%(C, cos bx +C, sen bx). (15) 
0. 


EjExpLO 3. Resolver la ecuación y” — бу + 13y 
SoLución. La ecuación característica 


k? — 6k +13 


tiene las raíces А, = 3 +2i y k, 
Comparándolas con (11), se tiene 


a=3yd=2 


Por consiguiente, las soluciones particulares de la ecuación 
dada serán 


у= 7 соб 2х e y= e sen 2x, 
y la solución general 
= (C, cos 2x + С, sen 2a). 


Ejercicios 
1. Demostrar que la función 
у= Сез + Су”, 


donde C, у C, son constantes arbitrarias, es la solución general de la 
ecuación 
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2. Demostrar que la función 
y = (C, cos x + Cy sen а), 
donde С, у С, son constantes arbitrarias, es ta solución general de la cua 
ч YY +2y=0. 
Hallar ta solución general de las siguientes ecuaciones: 
yy ول‎ Sd 
و2 وره‎ 0 NINAS 8 y — 6y + 9 0 


y +y +2y=0. My + Ay ву 0. 


ARI u 
азу +y =0. By + 16y =0. 
Hallar las soluciones particulares de las siguientes ecuaciones: 
м. y —9у =0, si para x=0, y 6 
yy + 2y 
№. y” + 6y + 9y 
as ds 
17, ŽS 42% 4 550, si para t = 
de de qe de 
18. у —2у + 2y = б, paa z= 0, y=1le y=3 


19. La aceleración de un punto viene dada por la igualdad j 


donde е es la velocidad del punto, y S, el espacio recorrido por él. Hallar 
la ecuación del movimiento del punto si cuando г = 0, 5 = 0 y v = 2. 


Suplemento 
е 


Capítulo XIV 
Series 


$ 128. Concepto de las series, La exfresión de la forma 


T (1) 


donde и, и, иу,... son términos de cierta sucesión infinita se 
denomina serie infinita o, simplemente, serie. 

El término м, recibe el nombre de término general de la 
serie, 

Designemos con S, la suma de los » primeros términos 
de la serie (1), es decir, 


ш фи Hg +. 


чу + и, + и + ш + 


La suma S, se Пата suma parcial de la serie, Si n varía, 
S, también varia; además son posibles dos casos: 


1) la magnitud S, tiene el límite S si # > оо, о sea, 
lim S, = S; 


2) si n — оо la magnitud S, no tiene límite o éste es igual 
а оо. 

En el primer caso, la serie de denomina convergente, 
y el número 5 = lim S,, su suma. En el segundo caso, se 
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llama divergente y no tiene suma. Por ejemplo, la serie 


ЕТИ Т 
За teti 


formada рог los términos de una progresión geométrica inde- 
finida decreciente es una serie convergente, ya que, de acuer- 
do con la fórmula conocida para esta progresión 


lim 5, 


En cambio, la serie 
2+2+2+2+..+7 +..., 


compuesta por los términos de una progresión geométrica 
infinita creciente, es divergente. En efecto, 


lim S, = lím °^— 


ma 9 


= lim (2% — 2) = оо. 
$ 129. Condición necesaria de convergencia de una serie. 
Supongamos dada una serie convergente 
Uy Hig Fug +. Fg +... а) 
Hallemos la suma де я —1 у я términos 
Sa = Ug Fug +. Б. 
Sa = th Fug + thg +. Ба Fa. 
Restando de la segunda igualdad la primera, obtendremos: 
Sa — 5, = a. (2) 


Calculemos el límite de ambos miembros de la igualdad (2) 
para # > оо: 


lim (5, — S,-.) = lim 4,, 
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lim S, — lim 5, = lim 4, 6 
De acuerdo con las condiciones, la serie (1) es convergente; 
entonces, 


La igualdad (3) se puede transcribir así: 
S-S=l5 


lim u, = 0. (4 


Esta es la condición necesaria de convergencia de una se- 
rie, es decir, una serie no puede converger si no se verifica 
tal condición. Sin embargo, no es la suficiente. Demostre- 
mos lo dicho en un ejemplo. 

Tomemos la llamada serie armónica 


y, no obstante, esta serie diverge. 
Para demostrarlo, remitámonos a la igualdad ($ 50) 


йа (1 += є 


de donde (por cuanto la magnitud (1 +2) crece al crecer n) 


(" +< e (5) 


Hallando el logaritmo natural de ambos miembros de la 
inecuación (5), anotaremos: 


nin (1 +2] <tne=1, 
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de aquí 
(1 +3) <}. 6) 


Pero 


(1 +2) ےگ ورے‎ do (a +1) 10 0, 
por lo que la inecuación (6) tomará la forma: 
he +1) na <. @) 


Suponiendo, en la inecuación (7), я = 1, 2, 3, 4, 5,..., 
obtendremos: 


h2—h1<1, 

А 
h3—ln2< 7, 
m4 In3<=3» 


m5 In4<-+» 


ln (n +0-вя<1. 
Sumando estas inecuaciones, hallaremos 

а) <1+l+ t+. 43. 
Si # оо, entonces 


аар > na +1) + о. 


Por consiguiente, la serie armónica diverge. 
$-130. Condiciones suficientes de convergencia de una serie. 
~ 1. Comparación de series. Comparemos dos series de tér- 
minos positivos 
My E Hig o Fes +.. ® 
366 


$ 130. Condiciones suficientes de convergencia de una serie 


o (2) 


1) Si la serie (2) converge y todos los términos de la serie 
Ш) son menores que los correspondientes de la serie (2, 
е (1) también converg 
2) Si la serie (2) diverge y todos los términos de la serie 
(1) son mayores que los correspondientes de la serie (2), la 
serie (1) también diverge. 
Aceptemos estos criterios sin demostrarlos. 
EJEMPLO 1. Para establecer la convergencia de la serie 


se compara con la serie 


ip Mos 
Star ө 


compuesta por los miembros de una progresión geométrica 

indefinida decreciente. Todos los términos de la serie (3), a 

partir del segundo, son menores que los correspondientes 

fe Ta serie (4) además, como sabemos, la serie (4) es conver- 

gente. Por consiguiente, la serie (3) también es convergente. 
EJEMPLO 2. Tomemos la serie 


6) 


y comparémosla con la serie armónica 
1,1 Em 
Ae (6) 


Como todos los miembros de la serie (5), a partir del segundo, 
son mayores que los correspondientes de la serie (6) y ésta 
es divergente, la serie (5) también es divergente. 

2. Criterio de D'Alembert. Si la serie de términos positivos 


щщ Hity + Fg + 


®) El producto 1.2.3... se anota con el simbolo m! y se lee "m 
factorial” (según la definición 01 = 
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es tal que se verifica la condición 


Mim ses. 
la serie es consergnte cuando 1<1, y divergente cuando 
21: 
Aceptemos este criterio sin demostrarlo. 
EJEMPLO 3. Investigar la convergencia de la serie 
2-1 
> 


E TE. 
ы ы е + 


SOLUCIÓN. 


La serie dada converge. 
Ејемр1о 4. Analizar la convergencia de la serie 


$ 130, Condiciones suficientes de convergencia de una serie 


La serie dada diverge ya que el límite hallado es mayor que 
Ja unidad. 
Al determinar si la serie es convergente, puede resultar 


lim E 1, 
эз 


En este caso, el criterio de D'Alembert no da respuesta 


por lo tanto, se requiere emplear otros procedimientos 
análisis. 


Ejercicios 


Investigar si convergen las series 


hor 


Ba— 12% 


РИГЕ 
2-22 73.22 4.0777 E 
4. 0,001 + убдй1 + 000015. + 0001. 


› А 
аза аа 
AS ТТ 


3 


+. 
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$ 131. Criterio de convergencia de las series alternantes. Re- 
cibe el nombre de serie alternante la serie de la forma 


y — +, — нна +... A Fc, (1) 
donde и, tz, w... son números positivos. Demostremos el 
siguiente” teorema: 

Si todo término de una serie alternante es valor absoluto 
menor que el precedente y si 


lim tt, 


0 


la serie converge. 
DEMOSTRACIÓN. Designando con la letra m un número par 


de términos de la serie (1), escribamos la suma de m de sus 
términos: 


Sa = My — tg H tig н, + tig — Mg +... Баа a 


Esta suma se puede representar en la forma siguiente: 


= (ty — tha) + (tig — a) + (иаа) + 02: H (а n), (2) 


=) = (а) — (иа аа) —н„. (3) 


De acuerdo con la condición, las diferencias entre parén- 
tes de le Майы 02 эш pets por consiguiente, la 


Suma Sa crece cuando т crece. Las diferencias entre parénte- 
sis de la igualdad (3) también son positivas; por 
Sa < щщ. 


Cuando т + оо, S, crece de forma que se verifica 5, < 
< uy; esto significa que S, tiene límite, es decir, 


lim 5„ =S. @ 


Hemos demostrado que la suma Są de un número par 
ае términos tiene МаН cuando m -> 00, 


Demostremos que la suma Sm, de un número impar de 
términos también tiene límite cuando m > оо y, además, el 
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mismo. De aquí se deducirá que la suma S, de un número 
п cualquiera de términos de la serie (1) tiene límite si т -> оо. 

Tomemos la suma de un número impar m +1 de términos 
de la serie (1); entonces, 


Быз = Sa Hi 
Pasando al límite cuando m + со, obtendremos: 


lim 5ш, = lim 5, + Итим, 


Tomadas en consideración la igualdad (4) y las condiciones 
del teorema, anotaremos: 


lim 5 =S +0 = Ss. 


De este modo, el límite de la suma de los términos de la serie 
(1) cuando п -> оо es el mismo para todo я, tanto раг como 
impar, es decir, existe 


lim 5, = 


Por consiguiente, la serie (1) converge. 
El teorema demostrado sirve como criterio suficiente de 


convergencia de las series alternantes. 
EJEMPLO. Investigar la convergencia de la serie 


1 


yn 


1 


SoLución. Сото 


1<2<2< 2< ..< ± 
E > 


lim 2=0, 


entonces, conforme al teorema demostrado esta serie con- 
verge. 


am 
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Ejercicios 
Investigar la convergencia de las series: 
L E y 


$ 132. Series absolutamente convergentes. Sea dada la serie 
Uy Fug H tig Fug Б, Foes @) 


cuyos términos son tanto números positivos como negativos. 
Escribamos una nueva serie, formada por los valores absolu- 
tos de los términos de la serie (1): 


lul Heel +lual Ful ЕГЕ 


Se puede demostrar que si la serie (2) converge, también 
converge la serie (1). 

DEFINICIÓN. Una serie se llama absolutamente convergente 
si converge la serie compuesta por los valores absolutos de todos 
sus términos. 

EJEMPLO. La serie. 


e AA @® 


т 


es absolutamente convergente, ya que converge la serie 


TVEN 1 
Ip ta tot 


formada por los valores absolutos de la serie (3). 
Sin embargo, по toda serie convergente es absolutamente 
convergente. Por ejemplo, la serie 


OEE 
a A 
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Y 133. Series funcionales 
converge (véase el ejemplo del $ 131); pero la serie 
Ed as 1 
EHH ао ы tete 


compuesta de los valores absolutos de sus términos es una 
serie armónica y, por lo tanto, diverge ($ 129). 

La serie (4) se denomina no absolutamente o condicionalmente 
convergente. 

DEFINICION. Una serie convergente recibe el nombre de no 
absolutamente o condicionalmente convergente si diverge la serie 
formada de los valores absolutos de todos sus términos. 


Ejercicios 


Determinar si convergen absolutamente o no absolutamente las series: 


$ 133. Series funcionales. Sea dada la serie 
fe +R ALA +. AO +. o 


cuyos términos no son números sino funciones del argumento 
х. Tal serie se denomina funcional. Un ejemplo de serie fun- 
cional puede ser la serie 


14144 "+ 


2) 


formada por los términos de una progresión geométrica. Si 
se da al argumento ж un valor numérico cualquiera, la serie 
funcional se convierte en numérica. 

Puede ocurrir que la serie funcional sca convergente en 
unos valores de x y divergente en otros. El conjunto de todos 
los valores de x еп que la serie (1) converge recibe el nombre 
de campo de convergencia de la serie. 

En los límites de convergencia de la serie, la suma de sus 
términos será función de x. 

Designado con f(x) esta suma, podemos anotar: 


Ха) = Ла) +) +) + БЛ) + 
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Esta igualdad se verifica sólo para los valores de # en el 
campo de convergencia de la serie; en este caso, representa 
la descomposición de la función f(x) en una serie de funciones 
Ах), fx), falx), ... Analicemos un ejemplo, 

Cuando | х | < 1 los términos de la serie (2) constituyen 
una progresión geométrica infinitamente decreciente y, por 
Jo tanto, la serie (2) converge; para | x | > 1, los términos 
de esta serje constituyen una progresión geométrica infinita- 
mente creciente y, por lo tanto, la serie diverge. Esta serie 
diverge también cuando | x | = 1. Así, pues, el campo de 
convergencia de la serie (2) es | x | <1 б, de otro modo, 
—1 < x < 1. Hallando la suma de la serie (2) como suma de 
los términos de шпа progresión geométrica infinitamente 
decreciente, obtendremos: 


lim S, 


Ahora podemos escribir la igualdad 


=1 hartat Ha FF H 


que se verifica sólo para 105 valores del argumento | x | < 1. 
Esta igualdad representa la descomposición de la función 


en una serie por potencias de x. 


$ 134. Series potenciales. La serie funcional de la forma 
а, tax фаз? a at +... Бах" H (1) 


donde а, ау, а,, ау, Gy, ... Son coeficientes constantes, se llama 
serie potencial. 

Si en la serie (1) se da al argumento х un valor cualquiera, 
obtendremos una serie numérica que será convergente o diver- 
gente en dependencia del valor de x. En los cursos completos 
de análisis matemático se demuestra que para cualquier serie 
potencial existe un campo continuo de valores de х en los 
que esta serie converge. Dicho campo se llama generalmente 
intervalo de convergencia de la serie potencial *. Aplicando los 


*) A veces, el intervalo de convergencia consta de un punto (x = 0); 
en este caso, la serie converge sólo cuando х = 0. 
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$ 154. Series potenciales 
criterios ya conocidos, se puede hallar este intervalo de 
convergencia. 

ЕјЕМРІО. Investigar la convergencia de la serie 


да ” 
IO 


2) 
SoLucióN. Apliquemos el criterio de D'Alembert a la serie 
MIC ЕЛ 
وا‎ ашы 5 
Para esta serie tenemos: 


lo ,لا ے‎ жен اے‎ аттаар 


nyl w ян n m+ 


De aquí hallamos 
lim E — lim 


|=|x] lim = 


manti 


РЕЧІ 


Para la convergencia de la serie (3) es suficiente que 


lim “t <1, о sea, |x| <1, 


o de otra forma 
-1<z<1 


De aquí se deduce que la serie (2) es absolutamente conver- 
gente con todos los valores de x que satisfacen las últimas 
inecuaciones, es decir, con todos los valores de x comprendidos 
entre —1 y +1, excepto los valores extremos 


1y x= +1. 


La cuestión relativa a la convergencia de la serie (2) para 
x= —1 y х= +1 hay que investigarla especialmente. 
Supongamos en nuestra serie х= —1 y х= +1: 


+= + 


х= 


ii 
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A 1 
Кы FH 


La primera serie es alternante, satisface el teorema del $ 131 
рог lo tanto, converge; mientras que la segunda es armó- 
y, por ello, diverge. Así, pues, la serie analizada es 
convergente para —1 < z < +1; además, —1 < x < 1 es 
absolutamente convergente. 
Diferenciando la serie (1), obtendremos también una serie 
potencial: 


a, +-2аух +304? paa +... + nag +... 


Еп los cursos completos de análisis matematico se demues- 
tra el siguiente teorema: una serie potencial se puede dife- 
renciar e integrar término a término tantas veces como se quiera, 
quedando el intervalo de convergencia de las series obtenidas 
igual al intervalo inicial е. 


Ejercicios 
Investigar la convergencia de las series: 


«+ + 


hor he. 
L2" 1-2-3-4 "1-2-3-4-5-6 о)! 


+ یھ ج ہہ ج Зараа за каа‏ 


$ 135. Serie de Maclaurin. Examinemos la función f(x) que 
se descompone en una serie potencial: 
fe) = в + a,x +a? + ag e (0 
*) Más exactamente, en los intervalos de convergencia de estas series 
coinciden los conjuntos de puntos internos; la cuestión relativa a la con- 
vergencia de los puntos extremos ha de ser resuelta especialmente. 
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$ 136. Ejemplos de descomposición de funciones en una serie 


Conforme al teorema del $ 134, la serie (1) puede diferen- 
ciarse término a término tantas veces como se quiera, que- 
dando el intervalo de convergencia de las series obtenidas 
igual al intervalo de la serie (1). Diferenciemos esta serie я 
veces: 


$ (2) = a, + 2а,х + Заз? +40 4 pa A n, 
f" (x) = 2+ 2.3аух-++3-4аә4+.. + 

+ (n — 1) mat + . 
F()=2-30,42-3-4ar ++ 


a 


Suponiendo en las igualdades (1) y (2) х = 0, hallaremos: 
Д0) = de donde a= f0), 
Л de donde а; = f'(0), 


0) = 2а, аде donde а, = г v 


0) = 2-3а„ de donde а, = гә. 


y así sucesivamente. 


Sustituyendo los valores hallados de los coeficientes en 
la igualdad (1), obtendremos: 


AS) 


La igualdad (3) representa la serie de Maclaurin que per- 
mite descomponer la función y = f(x) en una serie por poten- 
cias de x. 


$ 136. Ejemplos de descomposición de funciones en una serie, 
EJEMPLO 1. Descomponer en serie potencial de Maclaurin 
Дх) = е. 
SoLución. Hallamos: 


ға = е, 
ла =ё, 
"=e 


y así sucesivamente. 
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Suponiendo х = 0, obtendremos: 


/0)=1, Р) =1, 
f'0)=1, 7" 0) =1 
etcétera. 


De este modo 


+ و + +1 


1-2-3 


La serie (1) converge para todo valor de х бе el ejergicio 
3 del $134). 
EJENPLO 2. Descomponer en serie potencial de Maclaurin 


Ла) = sen x. 
SoLucrón. Hallamos: 


10) = sen х I0 =0, 
Уба) = cos х 
Su 


SU (x) = — cos x 


y así sucesivamente, 
De esta manera, 
22 £ al 
a AAA (2) 
Formando la serie de valores absolutos de los términos 
de la serie (2), e su convergencia. Apliquemos 
el criterio de D'Alembert, 


ار 
КИТЫ‏ 
ЕВИ Р е С РОЮ‏ 
m Rayi DI mn +N‏ 


OER ENE کا‎ E 
sso Un mo Znin + 1) n+ 2020 + 1) 
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La última igualdad se verifica para cualquier x; por соп- 
siguiente, la serie (2) es absolutamente convergente para 
todo valor de х. 
Feuno 3. Descomponer en serie potencial de Maclaurin 
x) = cos x. 
ren. Esta función se descompone en una serie del 
mismo modo que sen x. Sin embargo, la serie para cos х 
se puede obtener más sencillamente. Como la serie potencial 
(2) converge para todos los valores de x, diferenciándola 
obtendremos una serie potencial convergente en esos mismos 
valores (teorema del $ 134). Derivando ambos miembros 
de la igualdad (2), hallaremos: 


уба я — тт 


Gn! 


„ЖЕ ЭҢ Г кєз” | 
зи Ө" (291 


3) 


EJEMPLO 4. Descomponer en serie potencial de Maclaurin 
Дә) = (1 + *)". 
SoLuctóx. Se tiene: 


Јо) = (1 + а)" y MQsi; 

Ра) = та + au y 70 = 

J" (x) =mm—1) (1 + х)®% y 770) = тін – 1); 
Р) = тт — 1) (m — 2) (1 + ayu 


О) = mim — 1) (m — 2) 
y así sucesivamente. 
De este modo, 


mim — 1) (н — 


(+ а)" 1 та у 


mim — 1) (и 2). 


эы 
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Si m es un número natural, la serie (4) se interrumpe en 
el término (m +1), por cuanto los coeficientes siguientes se 
convierten en cero; si m es fraccionario o negativo, la serie 
es infinita. А el criterio de D'Alembert, se puede 
mostrar que la serie infinita (4) converge para |x| < 1. 

EjempLo 5. Descomponer f(x) = arc sen х en una serie 
potencial. 


SoLucióN. Apliquemos la fórmula (4) a la función 


в) 


obtendremos: 


je 


de aquí 


are sen # | = ++ sel +5 =” +в”, 


о 
о 


ате зеп хае ر کہ‎ (6) 
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Como la serie (5) converge para | x | < 1, la serie (6) conve! 

también para | x | < (teorema del $139). е 
EJEMPLO 6. Descomponer en una serie potencial f(x) = 

= arc tg z. 

SoLucióN. "De acuerdo con la fórmula (4), se tiene: 


(14) 


م الت ج 0+ 


++... (7) 


Integrando la igualdad (7) en los límites desde O hasta х, 
obtendremos: 


dz Е tf 2, ñ hos С Я 
{ ás fazer рч festes: К 


de aquí 


A PET ЭЕ. 
асах lala, 
Баер 


әү» 
аска Epig. 
ы O 6 


La serie (8) converge para | x | < 1, por cuanto la serie (7) 
converge para | х | < 1 (teorema del $ 134). 


$ 137. Aplicación de las series potenciales a los cálculos apro- 
ximados. Las series potenciales se emplean mucho en los 
cálculos aproximados. Mostremos algunos ejemplos. 
ЕјЕМРІО 1. Calcular sen 18”. 
SoLución. Un ángulo de 18” es igual a 0,3142 radianes. 
Sustituyendo el valor de x = 0,3142 en la fórmula (2) ($ 136), 
obtendremos: 


sen 18° = зеп 0,3142 x 0,3142 — 12 


3 


и 


= 0,3142 — 0,0052 = 0,3090. 
EjemeLO 2. Calcular к. 
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SoLución. Suponiendo en la igualdad (6) ($136) х =+ 


es 1х 
y tomando en consideración que arc sen > =  , obtendremos 


de aquí 


9 
БЕЛ 


+ = 3 + 0,125 + 0,0141 = 3,14. 


1 
ы; 


Еемрго 3. Calcular { mE dx. 


SoLucióx. La integral indefinida de esta forma no se 
puede expresar en funciones elementales. Sin embargo, те- 
diante las series puede calcularse aproximadamente en los 
límites indicados. Dividamos por x ambos miembros de la 
igualdad (2) ($ 136): 

жат 2 2 


AT 


de aquí, obtendremos: 


ж 1 — 0,0556 + 0,0017 = 0,9461. 


$ 138. Series con términos complejos. Tomemos la serie 
(a, +54) + (0, +04) +... (а, H) H 0) 
cuyos términos son números complejos de la forma а, + yt, 
donde a y Б son números reales e 4, la unidad imaginaria. 
La serie (1) se llama convergente si convergen las series 


a, +a, +a +... +a, +... (2) 
y 
bi Hr Hos Ha a e 6 
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compuestas de las partes reales y de los coeficientes de las 
partes imaginarias de los términos de la serie (1). Sean las 
sumas de las series (2) y (3) iguales a А y B, respectivamente ; 
entonces, la suma de la serie (1) será igual а 4 -+ Bi Por 
ejemplo, la suma de los términos de la seri 


(++ (++) +- tl 


es igual a 


Demostremos el siguiente teorema 
Una serie con términos complejos converge si converge la 
serie compuesta de los módulos de sus términos. 


ЮмозткАс1бх. Supongamos que la serie 


CC CA (6%) 


compuesta de los módulos de los términos de la serie (1), 
converge. Como se ve, 


la, VE FE y үа +1 


Por lo tanto, los términos de las series (2) y (3) no superan 
Jos términos correspondientes de la serie (4). En consecuen- 
cia, las series (2) y (3) convergen y, además, absolutamente 
($ 132) y, por ello, converge la serie (1). El teorema queda 
demostrado. 

En algunos casos, se examinan series potenciales de la forma 


а + ag? ауа‏ + و 


donde ау, а, az, as... son números reales o complejos, y 2, 
una variable compleja de la forma x + ѓу. Utilizando el teo- 
rema demostrado y los criterios de convergencia que ya cono- 
cemos, se puede investigar la convergencia de tales series. 
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$ 139, Fórmulas de Euler. En el $ 136 hemos representado la 
función exponencial е en forma de la serie (1) para los va- 
Jores reales del exponente. En los cursos completos de mate- 
máticas superiores se indica que esta serie conserva esa misma 
forma cuando el exponente es complejo. De este modo, se 
puede escribir: 


e= hot Ш® 


donde z es una variable compleja de la forma x + iy. 
En el caso particular en que se suponga z = iy en la igual- 
dad (1), obtendremos: 


+ و 


(yê ву" 
э tera 


=1 + رہ‎ E 


ay Pe тэл 


+ Оп —1у! 
Tomadas еп cuenta las fórmulas (3) y (2) del $136, obtendre- 
mos: 
e 


cos y +i sen у. a 


“име demostrarse que esta serie es absolutamente, convergente 
рага todos los valores de 2. 
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$ 139, Fórmulas de Euler 


Sustituyendo en la igualdad (2) y por — y, tendremos: 
e = cos (y) +i sen (9), 


e" = cos y — i sen yo 6) 


Las igualdades (2) y (3) expresan la relación entre las funcio- 
nes exponencial y trigonométricas. Estas igualdades fueron 
presentadas por Euler. 

Despejando cos y y sen y en las igualdades (2) y (3), 
obtendremos: 


ew 
cos y = Я 


у sny= 


15) 


Observemos que de la igualdad (2) se deduce fácilmente 
una nueva forma de anotación de un número complejo, con 
un módulo 7 y un argumento y, а saber: 


Д en 
2 


2i 


r(cos y + ¡sen y) = тё. 


Así, pues, un número complejo se puede anotar de tres 
formas: algebraica trigonomítrica y exponencial, Por ejemplo, 


1+ iJ3 = 2(cos ® + i sen 


Las fórmulas de Euler permiten determinar la periodicidad 
de una función exponencial. En efecto, sustituyendo en la 
igualdad (2) y por y +2r, hallaremos: 


+ 3 = cos (y + 2a) 


{ sen (y + 2a) 


= cos y + isen y = e”, 
Así, pues, 


et, 5‏ ت + وا 


La igualdad (5) indica que ё es una función periódica 
соп un período imaginario 2 zi. 
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Análisis armónico 


$ 140. Gráficos de las funciones de forma у = А sen о x. 
En los párrafos expuestos a continuación tendremos que 
emplear funciones de forma у= А sen өх y sus gráfi- 
соз. 

Mostraremos varios ejemplos de cómo construir los grá- 
ficos de tales funciones. 

ЕјемРІО 1. Construir el gráfico de la función y = sen 3х. 

SoLucróx. La función dada es periódica y su dominio son 
todos los números reales. Construyamos cl gráfico de esta 
función para los valores del argumento desde x = 0 hasta 
ж = 25, confeccionando previamente la siguiente tabla de 
valores de x e y. 


Considerando cada par de valores de x e y como coorde- 
nadas de los puntos del gráfico de nuestra función, ballaremos 
estos puntos y, trazando por ellos una línea suave, obtendre- 
mos el gráfico de la función y = sen 3x, representado en la 
fig. 143 en forma de línea continua, o sea, una sinusoide cuyo 
período mínimo es =. 7 

Como evidencia la figura 143, este gráfico puede obtenerse 
a partir del gráfico de la función y = sen л, representado en 
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$ LL. Oscilaciones armónicas 
esa misma figura con línea de trazos, disminuyendo a la ter- 
cera parte la escala para el eje Ох. 


EJEMPLO 2. Construir el gráfico de la función y = 3 sen 2х. 
SOLUCIÓN. Confeccionemos la tabla de valores de x е y. 


bla тат Ed Зк | 7л 
ИЕ КЫ 1 |2 |а |2 
› |5 slo [oo э | elal e 


El gráfico construido por los puntos con las coordenadas 
calculadas representa una sinusoide cuyo período mínimo es 
22 


т (en la fig. 144 está representada con línea con- 


2 
tinua). 


El gráfico de la función у = 3 sen 2x se puede obtener 
a partir del de la función y= зеп х, representado en esa 
misma figura con linea de frazos, disminuyendo a la mitad 
la escala del eje Ох y triplicando la del eje Oy. 
$ 141. Oscilaciones armónicas. 

I. Oscilaciones armónicas simples. En las ciencias na- 
turales y la técnica se observan con frecuencia procesos 
periódicos, es decir, procesos que se repiten cada cierto inter- 
valo determinado de tiempo.Por ejemplo, las oscilaciones de 
un péndulo, los fenómenos de la corriente alterna y otros. 

El fenómeno periódico más simple es la oscilación armó- 
nica dada por la ley 


у= А sen (ut +90). @ 
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En la igualdad (1), el factor constante A es la magnitud má- 
xima que puede tener y y se llama amplitud de oscilación; 
(ut +ou), fase de oscilación; w, frecuencia de oscilación, y 
Qu, fase inicial. 


на. 


La función (1) es periódica соп un periodo mínimo de 
2. En efecto, la función no varía su valor si se agrega al 


argumento # la magnitud 


y=4 sen [oft +5 


+] = 4 sen (ot +22 +a) = 


= A sen (ut + qu). 


Este periodo es el minimo, por cuanto 2 es el periodo mini- 
mo para la función sen х. 


La magnitud = es el tiempo invertido еп un movi- 


miento oscilatorio, por lo que recibe el nombre de pertado de 
oscilación, Designándolo con la letra Т, anotaremos: 


de donde 


$ HI. Oscilaciones armónicas 


Como T es el tiempo de una oscilación, = seráel número de 


oscilaciones durante el tiempo 2z. Así, pues, la magnitud ө 
define la frecuencia de oscilaciones. Transformemos la i 
(1), aplicando la fórmula del seno de la suma de dos 


A sen (af + qa) = A(sen оё cos ә + соз of sen Ф) = 
= А cos q, sen cof + А sen фу cos af. 


Designando 
a= А созт y b= А sen fo, 
obtendremos: 


y 

El movimiento oscilatorio regido por la ley de la función 
(1) o, lo que es lo mismo, de la función (2) se llama oscil 
ción armónica simple, y su gráfico, armónico simple. 

EJEMPLO. Un punto material de masa m es atraido a un 
centro fijo O con una fuerza proporcional a la distancia S 
del punto al centro de atracción O. Hallar la ley del movi- 
miento de este punto. 

SoLucióx. El punto se mueve por una recta que une su 
posición inicial y el centro O. Comencemos el cálculo de 5 
a partir de este centro. De acuerdo con los datos del proble- 
ma, la fuerza que actúa sobre el punto es 


F=5S, 


donde э es el coeficiente de proporcionalidad; además, sabe- 
mos que esta fuerza es igual al producto de la masa del punto 
por la aceleración de su movimiento. Teniendo en cuenta que, 
en este caso, el sentido de la fuerza es opuesto al de la lectura 


a sen at +b cos ot. @ 


de la distancia S, se tiene 
es 
an 
о 
25-0. 
Suponiendo 
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obtendremos: 


as 
5+5=0. 6) 


Hemos obtenido wna ecuación diferencial homogénea lineal 
de segundo orden соп coeficientes constantes. La ecuación 
característica 


в+и-0 
tiene las raíces 
k=di y k= — bi. 


Aplicando la fórmula (15) ($127 cuando а = 0, allatemos 
Ja solución general de la ecuación (3): 


S = C, cos bt + C, sen М. (4) 


Supongamos 
Cı = A seng y C¿=4 coso, 


donde A у ф son otras constantes arbitrarias; entonces, la 
solución (4) tomará la forma: 


S= A sen g cos Ы +A cos sen bt = 
= A (sen cos М + cos y sen М} =A sen (W +¢). 


Esta ecuación evidencia que el punto efectúa oscilaciones 
armónicas alrededor del centro 0. 


П. Oscilaciones armónicas complejas. No todo proceso pe- 
riódico se puede considerar oscilación armónica simple. Son 
muy frecuentes los casos en que el fenómeno periódico es 
resultado de la adición de varias oscilaciones armónicas sim- 
ples. El movimiento resultante se denomina oscilación armó- 
nica compleja, y su gráfico, armónico complejo. 

Así, pues, el armónico complejo es el resultado de la adición 
de varios armónicos simples o, dicho de otro modo, el resultado 
de la superposición de armónicos simples. 

Analicemos un ejemplo. Supongamos se dan dos armóni- 
соз simples definidos por las ecuaciones: 


y= sent 
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$ 142, Series trigonométricas 


у= sen 3t. 


En la fig. 145, estos armónicos están representados con 
líneas de trazos, mientras que el armónico complejo, gráfico 
de la función 

y = sen t +sen 3/, 


lo está con una línea continua. Todo punto de un armónico 
complejo tiene la ordenada igual a la suma de las ordenadas 


de los puntos que se hallan en los armónicos simples y tie- 
nen la misma abscisa. Por ejemplo, 


AB = АВ, +B,B=AB, +4B, 
CD = ср, — DD, = CD, — Ср, = CD, + (— СР). 


Como se ve еп la figura 145, el armónico resultante se 
repetirá en cada intervalo ¢ = 2л‚ es decir, será periódico, 
aunque su forma pierde el carácter de sinusoide. 

Se puede demostrar que, en general, cuando se suman 
armónicos simples de diferentes frecuencias se obtiene un 
armónico complejo de tipo no sinusoidal, y si las frecuencias 
son iguales, un armónico del mismo tipo que los simples. 
$ 142, Series trigonométricas. En el $ 141 se indicó que exis- 
ten procesos periódicos a los que no se puede considerar fenó- 
menos oscilatorios simples. Supongamos que cierto movimien- 
to periódico viene dado por una función periódica distinta 
de la (1) ($ 141). Para tener una idea del carácter de este 
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movimiento, esta función se descompone en una serie de armó- 
nicos simples, que tiene la siguiente forma: 


+ (a, cos al + b, зеп of) + (а, cos 2ot + 


+ by sen 200) +... + (а, cos not + bp sen mal)... + (1) 


La serie (1) se llama serie trigonométrica, y los números 
аз, ау, аз... bi, ba, ..., coeficientes de la serie. 
Supongamos, para simplificar, 


х= 


y consideremos que, рага todos los valores de х, la serie (1) 
converge a la función dada [es decir, la suma de la serie es 
igual a la función /(x)]; entonces se podrá anotar: 


$) = { + (a, cos x + b, sen x) + (а, сов 2e + 


+ 0, sen 2x) + ... + (а, cos ях + b, sen na) + n 


o, más brevemente, 


10=%+ FÊ la, cos mx + b, sen ял). @ 


а: 


Como se ve, f(x) es una función periódica cuyo período 
es 2m, ya que al agregar a х (o restar de x) 2x un número 
entero de veces no varía la magnitud de los términos de la 
sele (2) y, por consiguiente, tampoco la magnitud de la suma 
Оз aquí se deduce que si se tiene шпа serie trigonomé- 
trica basta analizarla sólo para los valores de x desde 0 hasta 
2x (о desde — т hasta +=), por cuanto fuera de este inter- 
valo de valores del argumento se repetirá periódicamente la 
magnitud de cada uno de los términos de la serie. 

Cuanto mayor sea el número de armónicos simples de la 
serie (2) que se suma, con tanta mayor exactitud el armónico 
resultante representará el movimiento periódico definido por 
la función f(x). Por este motivo, la cuestión relativa a la des- 
composición de una función en una serie trigonométrica ad- 
quiere gran importancia en las ciencias aplicadas. 
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$ 143. Coeficientes de Fourier. Series de Fourier 


El proceso de descomposición de una función, que repre- 
senta un movimiento periódico complejo, en una serie trigo- 
nométrica recibe el nombre de análisis armónico. 


$ 143. Coeficientes de Fourier. Serie de Fourier. Para descom- 
poner la función periódica f(x) con período 2x en una serie 
trigonométrica, es раа ا ی ا کا‎ 
Exponemos sin deducción las fórmulas para calcular estos 
coeficientes: 


(1) 


Los números obtenidos por las fórmulas (1) se denominan 
coeficientes de Fourier *), y la serie trigonométrica con estos 
coeficientes, serie de Fourier. 

DEFINICIÓN. La serie 


ЖЕ (a cos nx +b, sen mx) 


donde 


> 
2094, 


Дв) cos mx dx, 


se llama serie de Fourier de la función f(x). 


+) Las fórmulas (1) fueron presentadas ya antes por Euler (1707— 
1783), pero las aplicó extensamente el matemático francés J. Fourier 
(1768—1830). 
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Si la serie de Fourier converge a la función f(x), se puede 
anotar: 


Дх) = z + Ў (a, cos эх + b, sen мл). (2) 


Es necesario hacer notar que la magnitud de las integrales 
de las fórmulas (1) no varía si se toman por límites 0 y 2л. 
En este caso, las fórmulas para hallar los coeficientes de 
Fourier se pueden escribir así: 


= 
Has, a 
г 


а 


= 
{ Дх) cosmx dx, 
г 


= 
1 
2 f Дх) sen nxdx, 6) 


donde n=1, 2, 3, 4,... 
A veces, las fórmulas (3) resultan más cómodas que las (1). 
$ 144, Posibilidad de descomponer una función no periódica 
en serie de Fourier, Como sabemos, la función periódica defi- 
те un movimiento oscilatorio. Sin embargo, existen procesos 
oscilatorios verificados conforme a la ley de una función no 
Periódica. Por ello, para estudiar un movimiento oscilatorio 
definido por una función no periódica, es conveniente descom- 
ponerla en serie de Fourier. Esto es factible si se verifican 
ciertas condiciones de las que trataremos en el $ 145. 


кои 
Supongamos dada, por ejemplo, la función 
<S a) 


cuyo gráfico está representado en la fig. 146 por el segmento 
de recta AB. 


қа = تئ‎ 
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$ 144. Posibilidad de descomponer una función mo periódica 


Mostremos que para descomponer esta función en serie de 
Fourier puede aplicarse la regla del $ 143. 

Con este propósito, introduzcamos la función periódica 
auxiliar p(x) con período 2x, verificándose 


elx) = Ла) en el intervalo de valores de х desde —т 
hasta +m, e 


900) ¥ f(x) fuera de este intervalo. 

A la función ọ(x), como función periódica, se le puede 
aplicar la regla del $ 143. Pero sabemos que, tratándose de 
una serie trigonométrica, basta analizarla para el intervalo 
de valores del argumento desde —x hasta +z ($ 142); рог 
lo tanto, las fórmulas del $ 143 se pueden aplicar no sólo a 
la función (x), sino también, de acuerdo con la condición (2), 
а la dada. 

La magnitud de la suma de la serie de Fourier obtenida 
para la función (1) se repetirá en cada intervalo igual a 2л, 
a consecuencia de la periodicidad de sus términos, y tomará 
los valores de la función dada (1). Expliquemos esto geomé- 
tricamente. Para ello, translademos el segmento А В (fig. 146), 
conservando su sentido, a lo largo del eje Ox a distancias 
iguales а 2x, п, etc., a la derecha y a hi izquierda del origen 
de coordenadas, o como suele decirse, ¡emos репб- 
dicamente el gráfico de la función (1), Tomemos un valor de 
ж dentro del intervalo desde —x hasta +=; por ejemplo 


2=0D=2, 


entonces, la ordenada 
1 
DC =f2)=7:2=1 


será la magnitud de la suma de la serie de Fourier de la 
función (1) cuando х = 2. Es evidente que para 


х=00,=2 +25 


x=0D,=2— 25 
el valor de las odernadas D;C, y DC, y, рог consiguiente, la 
suma de la serie para estos mismos valores de x no variará 
y seguirá siendo igual a la unidad. 
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Observemos que para los valores de x fuera del intervalo 
de — та +7 la suma de la serie de Fourier de función (1) 
y los valores de esta función no son iguales entre sí. En efecto, 
la suma de esta serie cuando х = 2 -+ 27, como hemos hallado, 
es igual a la unidad, y el valor de la función 


Ja + 28) = DM = } (242) =1+ = 


Todo lo dicho confirma la idea de que tiene sentido anali- 
zar la serie de Fourier de una función sólo en el intervalo 
RK Kz. 


$ 145. Condición de Dirichlet. Teorema de Dirichlet. Como 
ya se ha dicho, una función f(x) соп dominio —=< x < 
< +r se puede descomponer en una serie de Fourier 
que converge a la función dada f(x) en determinadas con- 
diciones. Estas condiciones, llamadas condiciones de Dirichlet, 
consisten en lo siguiente: 

1) la función debe ser continua en el intervalo de valores 
de x desde —т hasta +z o puede tener discontinuidades de 
primer género en dicho intervalo (véase el $ 57, pág. 162), 
pero en número finito. 

2) la función debe tener un número finito de máximos y 
minimos o no tener ninguno. 

Uno de los teoremas fundamentales empleados en el aná- 
lisis de las series de Fourier es el teorema de Dirichlet. 

Teorema de Dirichlet. Si una función f(x) con dominio 
— r 2 +r satisface las condiciones de Dirichlet, entonces 

1) la serie de Fourier de la función f(x) converge en el inter- 
valo indicado de valores de x; 

2) la suma de esta serie es igual a la función f(x) en todos 
los puntos de su continuidad; 

3) en los puntos de discontinuidad de la función la suma 
de la serie es igual a magnitud de la ordenada del punto medio 
del salto del gráfico de la función, y 

4) para x = т y х = — т la suma de la serie es la misma 
€ igual a 


a + 
2 


Aceptemos este teorema sin demostrarlo. 
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$ 146. Integración por partes 


A continuación, utilizaremos sólo funciones que satisfagan 
las condiciones de Dirichlet y, por lo tanto, no nos detendre- 
mos en ellas al analizar los ejemplos. 

Antes de pasar a la descomposición de funciones en series 
de Fourier, debemos conocer el método de integración por 
partes, sin el cual es imposible determinar los coeficientes de 
Fourier. 


$ 146. Integración por partes. Sean и y v funciones diferen- 
аме de т; entonces, conforme a la regla IV ($70), se tiene 


аа) _ 
de 


4ш) = u do +0 du, 


de donde 
u do = duo) — v du. a 


Integrando ambos miembros de la igualdad (1), obtendremos: 


{ udv = (ши) = f vdu, 


fu ds = ww — (o äu. B 
La igualdad (2) sirve de fórmula de integración por partes. 
Ejemrro 1. Hallar f xcos x dx. 
SOLUCIÓN. Supongamos 


s=, 
de = cos x dx, 

entonces, B 
du = dx, 


y = f cos x dx = sen x 
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(la constante de integración la anotaremos en el resultado 


definitivo). 
Sustituyendo (3) en (2), obtendremos: 


fr cos z dx = z sen x — 
f sen x dx = x sen x+ cos x +C. 


Ejenero 2. Hallar {= cos mx dx. 
SoLución. Supongamos 
“=r, 
dv = cos nx dx, 
entonces 
du = dx, 
2= cos mx dx. 


Por la fórmula 4) ($ 108), se tendrá: 


1 
= È cos mx dx = — sen nx. 


De acuerdo con la fórmula (2), se tiene: 


fæ cos mx dx = 


НЕ 


De modo análogo se puede hallar: 


fu sen nz dz = — E 


HAC 
Ejeupro 3. Hallar f 22 cos nx dx. 


+) Se aplica la fórmula 3) ($ 108). 
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1см р ясе == |с,‏ کے 


4 


6) 


$ 147. Ejemplos de descomposición de funciones en una serie 
SoLucIóx. Supongamos 

и= 22, 

dv = cos mx dx, 


de donde 
du =2xdx, (6) 


sen mx 


v { cos nz dx = 
(véase el ejemplo 2). 
Sustituyamos (6) en (2): 


mu (мины ы 


(2 cos n a = ® 


x sen nx dx. 
“Tomando en consideración la igualdad (5), obtendremos: 
+a) 


fe cos næ de = gau AA 


зеп ях | 2хсозил _ 2Zsenmx 
= HE 


AN 0) 
Del mismo modo hallaremos: 


эй сов тх, 2esenaz 


fat sen nz de = E A 


+ +C. (8) 


$ 147. Ejemplos de descomposición de funciones en una serie 
de Fourier. 

. EjeueLo 1. Descomponer en una serie de Fourier la fun- 
ción 


I 


x si K<0 
mec 


SoLucrón. Por las fórmula (1) (§ 143) hallaremos los coefi- 
cientes de Fourier 


а 2j mar фат) 0.4. 
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Pero 
f0-dz = С, por cuanto dC=0-dx; 
además, 
(0-dx=C=C=0. 
Por lo tanto, 


же абл ена scosn dx фола 
5 А г 


Tomando en consideración la igualdad (4) ($146), obtendre- 
mos: 
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$ 147. Ejemplos de descomposición de funciones en una serio 


Como se ve, cuando el valor de » es par, los coeficientes 
a, son nulos. 
+ Й . 


„4 í 16) жалак = ( xsenmxds + (0-dx. 
а 


De acuerdo con la igualdad (5) ($ 146), obtendremos: 


| +P0= 


Dn, м ق‎ 
2222 y ач sucesivamente, 


La serie buscada se anotará así: 


2,2 2 
2402005 z + cos3x+ 
ры + Pr 


De acuerdo con el teorema de Dirichlet, esta serie converge 
a la función dada en todos los puntos del intervalo de valores 
de x desde — т hasta +x, excepto х= — x y x =n. En 
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efecto, cuando x = — = y x = la suma de la serie es igual a 


I ка. — 5: mientras que cuando х= 
т los valores de la función son de — ту 0, es decir, 
то coinciden con la suma de la serie. 


De este modo, podrá anotarse: 


т 


cos 3r 


100 = PA eos нк 


sen2r | sen3r _ sen 4F 
3 + 


cuando x< <F. 


+(ns- 


EJEMPLO 2. Descomponer en una serie de Fourier la 
función 


Да) = 229 si 045425. 


SoLucióx. En este caso, para hallar los coeficientes de 
Fourier utilizaremos las fórmulas (3) (8143): 


aia 


=) =0, 


» fos mx se halia por la fórmula 4) (5 108). 
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Tomada en consideración la igualdad (4) ($ 146), obtendre- 


Ta 


== 


Б sen 0) — 


соз 2an 0-50 0 -=2)]- 


sen 2n _ cos 2mm 


= (Z sen 2an — RE ےا‎ 
E: = 


1 qa 
E ا کم‎ =0 
Así, pues, todos los coeficientes а, а, а,, az... son nulos. 
а 
ПИА 
d= 3 È (Z — Žž) sen nz dz = 
116-9 


ү z 
= {ха nx dx — 1 xsennx dx] = 


amp iT e | 
* ° 
Aplicando а fe sen nx dx la fórmula (5) ($146), obten- 
dremos: 

=j- 


А al -==) 
ү) ш „aaam me, 


em н. 


ы 
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Así, pues, 
1 
de donde 
1 1 
һ=1, ,ليق‎ b= و‎ ос. 


La descomposición buscada será: 


EEES 
2 


La serie obtenida converge а la función у = FZ 
para todos los valores de x en el intervalo desde 0 hasta 27, 
excepto ж =0 у x=2x, como se deduce del teorema de 
Dirichlet, 

De este modo, 


мазе ка 
„ыя 


sen x + 5 


~. cuando 0 < х < 2л. 


$ 148. Series de Fourier para funciones pares e impares. La 
función f(x) se llama far si al sustituir х por — x no cambia 
el signo de la función, es decir, 

f з) = №). 


y cos x son funciones pares, por cuanto 


Por ejemplo, х? 
(E х)# = х y cos (— л) = соз х. 

La función f(x) se denomina impar si al sustituir х por 

— x cambia su signo por el contrario, o sea, 

Ea = – Л. 
Por ejemplo, 4% y sen х son funciones impares, ya que (— 4)? 
= y зеп (—1)=— sen хл. 

Hagamos notar que el producto de dos funciones pares o 
de dos funciones impares es una función par; y el de una par 
Por una impar, una función impar. En efecto, 

(= 1! cos (— 2) = x2 cos х, es el producto de dos funciones 
pares, 

(= ж sen (— x) = x sen x, es el producto de dos funciones 
impares y 

соз (— a) sen(— х) = — cos x sen x, es el producto de una 
función par por una impar. 
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$ 148, Series de Fourier раға funciones pares e impares 


El gráfico de una función es simétrico con relación al eje 
Oy, el de una función impar lo es respecto al origen de coor- 
denadas. La fig. 147 representa el gráfico de una función par, 
la fig. 148, el de una impar. 


тс. мт но. 148 


Si Да) es una función par, 


f fe) dx= 2f fi) ах, 
E г 
si f(x) es una función impar, 
{ Ха) dx =0. 
Estas igualdades pueden verificarse mediante consideracio- 


nes geométricas. Supongamos que \ f(x) dx expresa el área 


de una figura entre el gráfico de la función /(x), las rectas 

х= —ау x=a y el eje Ox; entonces, si la función f(a) 

es par, esta área es igual al duplo del área de la figura 

formada por ese mismo gráfico, el eje Ox y las rectas х 0 

y ж = а (fig. 147); si la función es impar, el área es igual a 

кере de dos superficies iguales de signo contrario 
ig. 148). 
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Tomando en consideración lo dicho, se puede simplificar 
las fórmulas (1) ($ 143), escribiéndolas así: 
para una función par 


а= 209) dx, 
Б" @ 
т\л соз их dx, b, 
і 
рага una función impar 
24=0 y а, =0, 
e) 


Ы! Хо) sen nx dx. 
š 
Como se ve, la serie de Fourier (2) (§ 143) para una fun- 
ción par consta sólo de cosenos, es decir, 
=%. 
m-l + „ COS пл, 
y para una función impar, sólo de senos, o sea, 
До) = ЎЗ, sen nx. 
2 


EjemPLO 1. Descomponer en una serie de Fourier la fun- 
ción 


Да) = 15| si —z<x<x. 


Sorgción. La función y = |æ] es par (véase la fig. 79) 
y, por lo tanto, conforme а las fórmulas (1) se tiene: 


O е0 


а, 20 cos nz dz. 
р 
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$ 148, Series de Fourier para funciones pares e impares 
Teniendo en cuenta la igualdad (4) ($ 146), hallaremos: 


کک 2 o‏ سکم 2 - ر 


estes] 


ea) 


+ (cos эт — 1). 
De aquí 


а = Hp ,وک = (1-1-) 2 = (1- مم‎ 


а, © (cos 2n—1) = 


ъ= (9538-1) = 


=> 


Aplicando el teorema de Dirichlet se puede mostrar que la 
serie obtenida converge a la función dada en todos los valores 
de ж desde — z hasta +=. 

Por consiguiente, se puede anotar: 


|| = ےج‎ (cos «+ ر عت‎ ea 


cuando — x<4 <z. 
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Ејемғіо 2. Descomponer en una serie de Fourier la 
función 
Дх) = |sen x| cuando —2<x<x. 


SoLucióx. La función dada es par; aplicando la fórmula 
(1), obtendremos: 


m= 2 (sen x dx = 2 (cos) (созт —соз0) = 


Suponiendo # = 1 en la fórmula para a,, hallaremos: 


а= pen a cos хах ерй 
а 


еа 


Рага п = 2, 3, 4,..., se tendrá; 


È (sen х cos mx dx = } (2 sen x cos nx dx 


Representemos el producto 2 sen x соз nx dela siguiente forma: 
2 зеп х cos ях = зеп ( +1) x — sen (1— 1) x*); 


entonces, 


іва ( +1) x — sen (п — 1) x) dx = 
т 
_ =з +) 


pan pn- 


*) Esta igualdad se comprueba fácilmente aplicando a su miembro 
derecho la fórmula para la diferencia de los senos de dos ángulos. 


o (sen (n+ Dras y rento — sar se hallan por latón 
mula 3) ($ 108). 


a, 


„—1 
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ЖҮ [We‏ .2„ — کے 


= "+1 n+l ni 


1р smie, esm Dr ES] =)= 


aif artir 
"+1 


1 | сззк у сезт 


а= (2 


т 5 з 


“ls 5 =) 


cos бх 


Capitulo XV. Análisis armónico 


Conforme al teorema de Dirichlet, la serie obtenida converge 
а la función dada en —=<x<x, por lo tanto, 
cos2s , costs | cos6x 


ваа 20 5з.) 


рага todos los valores de x del intervalo indicado. 


EjempLo 3. Descomponer en una serie de Fourier la fun- 
ción 


fe)=x si —n<x<m 
Ѕоцгстбх, La función f(x) = х es impar y, por ello, se 
aplica la fórmula (2): 
„= fe sen nz ás. 
x è 
De acuerdo con la igualdad (5) (§ 146), hallaremos: 


E وک‎ 


+ 


2sen z — sen 2x + sen 3r Pb 
= م وی‎ енен та. 


Esta serie representa la función Да) = x para todos los valo- 
res de x del intervalo desde — т hasta +x, excepto 
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$ 148, Series de Fourier para funciones pares е impares 


x= + т. En efecto, por el teorema de Dant ais Lo 
la suma de la serie es igual a Ll ==0; 
mientas que los valores de de función ран ¿y 40 


=x son — т y m, respectivamente, es decir, no coinciden 
con la suma de la serie. 


2=2sen s mi pmi niy ] paran <x<=. 
EJENPLO 4. Descomponer en una serie de Fourier la 
función 
| —® si —n<x<0, 
Јо) | 


E si 0< x<zr. 
+ 


SoLución. La función dada es impar y, por lo tanto, 
a plicando la fórmula (2), obtendremos: 


Z sen nz dx = Û (sen «x dx = 1 
4 2 2 
а è 


=н 
- (1-1 
a=- 7 (00201) =— (11) =0, 
b=- у (cos 3 — 1) = — 7 (osz — 1) = 
=-1(-1-0 


(cos 4# — 1) = — È (os 0 — 1) = 
= - 1-0 =0, ete. 
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Capitulo XV. Análisis armónico 
La descomposición se anotará del modo siguiente: 
жаза мп 
зеп х + = „==... 


Cuando х= — z, x = 0 y х = п, la suma de la serie obte- 
nida no coincide con los valores de la función dada, por lo 
tanto, esta serie converge а la función f(x) en — z < x < 0 
у0<х<т. 

Por consiguiente, 


кюн E SE | cuando —z < x <0, 


sen de 5 


5 

Descomponiendo en una serie esta función demostremos 
que a medida que aumenta el número de sumandos (armónicos 
simples), la suma parcial de la serie (armónico resultante) 
representa cada vez mejor la función dada. 

En la fig. 149, I se muestra el primer armónico (sen л) 
de la seri 

En la fig. 149, II están representados los dos primeros 


armónicos (sen a y SÎ, líneas de trazos) de la serie y 


—& = sen *+ 
4 


= sen x + . cuando 0 < % < я. 


su suma (sen х + Î, línea continua] > 
En la fig. 149, 177 se muestran la suma hallada de los 


dos primeros armónicos (sen х + Î, líneas de trazos) y 


el tercer armónico a » linea de trazos], así como la suma 


de los tres primeros armónicos (sen spm 


» línea 


continua] - 
En la fig. 149, IV están representados la suma de los tres 


primeros armónicos (хп x+ E +55 s linea de trazos), 


Ы linea de trazos) y la suma de los 


РАЯ 
7 
cuatro primeros armónicos (sen z+ 


lnea continua) 


el cuarto armónico [ 


mnir | мак | sen T 
жт 
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$ 148, Series de Fourier para funciones pares e impares 


Continuando la operación de suma de los armónicos sim- 
ples, obtendremos un armónico resultante (suma parcial de 
la serie) que se aproxima más y más a los dos segmentos 
paralelos que representan la función dada. 

Debido a la periodicidad de la serie de Fourier de esta 
función, el armonico resultante se repetirá exactamente en 
cada intervalo de valores de ж igual a 2 z. 


Г 


FIG. на 


Ejercicios 
Descomponer en una serie de Fourier las siguientes funciones: 
LA == si e< xez 
0 si <<. 
i PEED 


Respuestas a los ejercicios 


4. 7( 


(Es: 
0, (0: 4/2, (+02: 0), (0 15. 
$3 


1. 10.2. р №. 2 5 AS 3.15 4. 4B=5)2 . 
C= 1. 8 A4: O, 4410: б. 9. 0 81 


5.4B=5, АС= 
2) зо. yy meza. 12 (4: 92). аз. (0:10. 
14. (1; 10) y (— 11; 10). 15. (1; 1) у (5; 5). 
$4 
1.D66:7,3 (6:09. 240=3,BD=Y0W, |: —1]. 3. 5 


з 
4. (9; 10). 5 (1:9. 6. (—2;—0), (8; 2), (6:10). 7. (—3;4. 
саса кше. 0) (52: | шь 
—1 11 (— 14; 17). 12 (6,5; 3,5). Indicación. Utilizar el teorema: 
коды aa o нше o эриш а ы 

a los otros dos lados. 13. (8; 2). PiE 09.3; 475). 
A A кылны! у ры ыны 
Саут 


асаа њо AEREA, 
— 10. 19. (— 


$7 


LA yC є; Вп. 2y=01=7 З.у=х е y 


PEPA. 7.2%— 
=o AFA, 


414 


аута SALA 
—By— 320. 8. 2+ ر4‎ + 


Respuestas a los ejercicios 


$10 


4 у=—4 5 хез 6y=2 
1.76 1-6 у=б у= 
5-6 5—0 5-8 


Mid &у=—6 9x 
=—6& Mi=0x=83-=0,y=60% 


su 

1Dy=x3 و وتادور‎ фу=% y=. 2 

3) La secta coincide сод el eje Ox, 2) la recta divide por la mitad el primer 

ángulo de coordenadas, 3) la recta forma un ángulo a — 60° con cl sentido 

positivo del eje Ox, 4) la recta parte por la mitad el segundo ángulo de 
+ 


5 
ко у= & 1} 60, 2) 3342, 3) Пб. 


coordenadas. 3. y = 


5 
6. А y Csehallan; B, no, 7. Enlarecta уе 25 8.7 
IRIS y= ar `їзж=бу-б,у=то 


4y=-3 
=10, y= 


o 13. r=0 


E A 

1 
320 226 y=3: la ecuación de la diagonal در‎ — E 
u з= 046 5699 64 


qua 


§ 12 
2 Ea la recta ус 40. 3y 45-2 
5. 0 0) у (0: — 2), 2) (-2:0 у (0;—9. 8 —#—5. 


,60% 0 .10 .974 ودرو جود ووه 
y=51=2) у=5. 12. у=—2х—1.‏ ) .1 .2634 )3 ,135% )2 
BDA 30 му- e у-—»+!5 15 yor 421%,‏ 
ух + E у= WE у=—»—2{. 16, Las ecuaciones de‏ 
Jos lados son у = x. y = — x + $, у= z ЕВ y = — я: y las ecuaciones‏ 


P E E 


2 4 45y =0. 3.5. 


1 
Ni T 
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Respuestas a los ejercicios 


2 
8 20—3у=0 DOM 2 а= НШ. 


a | 


و 


эн 


0+7 O Š —у=1. 


=L 10.50, 4—3y=0, y=4, 4r— 


$15 


L (62. 2 Pasa З. уәде. 4 1) Vir y 
—2/3=0,2) Ve + зу + 212 T= 0. S. r—y+9= 0; Үз 
зуф A 6 N 3еу32-0, 
9 ж+у—й=% т. я+у—3=0% #—у+3=0 & үз 
+у—603 = 0, үзу + 6/5=0. 9 Y y=0 y=2/3 y= 
= Зе SYF, y = 3+ 33:2) y = 0, у = —2|3, у= З —5ү5, 
үз, — зү. 


816 


а) 9—39 +560, 2) 6 +7y9=0 3) 79 +4у—24=0, 
ДД %»—3у—15=0,5 2+2=0, 6) у—1=0. 2. зу 10 = 0. 


3+2 =0, +S +2 =0. 3 0 аса з, 2) меч 


darctg2 5.3.6. 0:0). SYS Br—y3=0 95 
—y—2=0. 10. 3r+7y+2=0. 1l 2039—40, r—2y— 
—2=0 115 13. y= 2s. 
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Respuestas a los ejercicios 
$17 


1 1 
1. are tg 3. 2) arctg у, 3) are tg 12, 4) arc tg 3. 2) are tg 3 


o are tg (9. 3. 1) O, 2) 90. 4 arctg L75. 5. Dy 
1 1 
JD ү» 


$18 
1. 1) Sf, 2)si 3) по. 2 15. 3.2а—у—1=0. 4 2y +3 
5. 2r + y—6=0. 6. 1—6y+8=0 72-2. 8 4+—53у+15=0. 
9. ix + 3y—20=0. 10. 2r + 3y +1= 0, $r —y— 1520, + + 2y + 


42=0. U. 6x+3y—56=0. 12. 3r4y— 8 =0. 
$19 

1. 1) Si, 2) по. 2. 25+ 3у—25= 0. 3. 2r4+y+7 4.25 + 

3y 4 7= 0. 5. 34y EDO, 6.2:+у—9=0. 7. dy + 


Фо в 2—y—3=0, +2 MH =O: 9. x +2 — 10 = 0, 
2r 44y S0, 10. 0 2r—y+9=0, 2) 7429820. Шз 
FA TO 12y=0, ys + y 400 y=, 
к—у-4=0. 13. Sx— 2y — 43 = 0, 2x + Sy + 6 = 0. Indicación, 
Hallar el coeficiente angular de uno de los catetos utilizando la fórmula. 
(0 (5 17). 


$20 


10 


150,3 (e: - | 2. 1) (2: 1), 2) no tienen punto de 


y (0, 


3 


5 
intersección. 3. Se cortan en el ponto (0: $). 4 


р ков eye z rty авс 
ود‎ + 12. (1: — 3), (7; — 1), (9; 5), 3: 3) 
текш ашы 
2 
јува авансна, a (324). 


4. Ecuación de la recta: y =— 2r 5 z+y+2 6. Se hallan 
en la recta —y+2=0 7.5 87. 9. x—y+7=0. 10 (6:6) 
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Respuestas а los ejercicios 

у (8:8. 11. 15 12 La longitud de la diagonal es 5; las 

ecuaciones de las diagonales, 8х + 6y — 39 = 0, 3r— 4y + 26 = 0. 
4 

13. (3i9 y (14. 556. 15.21 y 23 16. аст» 


. ау. 18. ЗУБ 19. ry + 0= 0 
o 2 Ny =0. ry +2 =0, 


are tg 3, are tg (— 0.4). 
20. х+у+7=0 0 y+ 


зе + 2y— 24-0: Y у 0. ry + 2 = 0, 3r — 8y 30 = 0. 
22. 55 —у — 4 =0: Үй. 23. зк + 3y RO. 24, (5: 8, 
25. (1: — 0. 26. (—38:— 16. 27. 25 + у— и = 0, (6:2), 315. 


28: Sy 1520 29 мс 25 30.00: —2 у (0: —7 
Mi—y=01+y+2=0, 3r + у — 12 = 0. 32. (9; 1). 33. y2 
34. 24. Indicación. El área del paralelogramo se puede hallar mediante 
dos procedimientos: por la base y la altura (es decir, 5 = ай) y por 
dos lados y el ángulo comprendido entre ells (o sea, s = ab sena). 35.20 
36 yer y= хе М: дул yes 02 3 2y — 
50 1—2y—5=0. 38 Dy =2 уся, y =—x 4285 
28 ر‎ O V3r+y+2y5 

=0, Fiery + 283—0, 40. (—в:—5.(1: ®. (28: 28. 4l xy 
100, у= —3. 42. BRA; 64, DOS, 56). 43.64. 4—35 — 


Ж 
دوه و ود‎ E 


idencia 


2 
del rayo es igual al ángulo de reflexión. 48. y =—Fx +A 49. ls + 
+ 3y = 31, le —3y = 31. Indicación. Trazar desde el punto A una per- 
péndicular al eje Ox hasta su intersección con el lado opuesto prolongado 
del ángulo reflejado y analizar los triángulos rectángulos obtenidos. 50. 71— 
9ر3‎ =0, 3: —7у—1=0. 


822 


L p (e + + (у —2# = 25: 2) (r + 2 + (у + 3# = 5:9 + 
+ (y— 9= 36. 3.АуВ,ы:С,шо. 4 х n=—4. 3.)(— 
2р 0у =; 2) (NAZI 6. (++ 
+ 4 10. 7. (8—20 + و‎ = 16. 8. ) + 3" (у + 2 = 25. 
9. A 399 = 25 у (e + y 289. 10. (r 
— + + = EA Mm 6. 
12. (3: 4. r= 5. M3r+2y-7=0 156 16. 74+3=0, 
M. xy —2 =0. 18 r+2y+5=0. 19. (5;0у(1;0. 20. 2 
—y+2=0 21. 3+ dy 39 =0. 22 (7: 6) y (O: —). 23. Tan- 
gente en el punto (3; 3). 24. Fuera de la circunferencia. 25. x + 
+y—4=0 
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Respuestas a los ejercicios 


$26 

+ 2. 2а = 26, 5 = 24, w= 10. 3. 2a=4/6, 

и нб Еа £ 

Bin в; кз. EHE th + 
È E E ЁЁ 

+5 nel. atelo Бе 9 аф 


4 20y = ИО 10, 48 9 М4 о Ort + 4y = ма IL 4y B, 
E 5 М. 0 2 + ر5‎ 0, 


оо аза в E. п. (5; п), 2; 
5 PT 7 


= 203). 150160 y (0: 2 


зы 
2) tangente en el punto. E 2]; 


3) ао existe intersección. 19, J5 20. 849272 21 12 


за 4 
Ly EL 12 
106—4 


26 = 10, 2e= 234. 3. A(=12:0) F(4 130). 4 1) 70—998 63: 
2) lot — 9yê = — 144. 5. 0 03:7: 0), 2a = 10, 20 = 4р6, 


2) FO: +3, 2% = 6, 2а = в, е = 5. 


2 2 =6, 


6. 1) 23 —24y?= 600; 2) 952 — 


— 16j 14%. 7. 6—9 = 1296. а A y B. si: С, no 
Y, 4 —9уб = 14. 10.55? رق‎ 40, 11. 1} yt 36, 2) з — 


ү 3 
E. шу= фк Mor 


— бу = 248, їз. 93t 42397 = 450. 16. Uat — 163% = 576 
13 


у= 5 һу 


17. (6; +5). 18. Punto de tangencia (6: 4). 19. tep = 45. 20. 
20 за 


$35 
L pels 3 =se Y а у, 4 = — 20y 


2 »{ 1:0, 3 (—3:0, 3 (0: 2, afe =) з E o) 
CS СЬ чак: a СУ 

4052-1 FO; Ay =2 FO: —2 зру 
PARE AM, з= loy 6. уе к 
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Respuestas а los ejercicios 


, 
edo) roman esm эзш mim пис 


Зу 12 4r+3y—16=0. Indicación. Todos los rayos paralelos, 


después de reflejarse en un espejo parabólico, concurren en el foco de la 
parábola. 13. y= х М. 1t = — 8y. 16. (0:0) y (5; 3 


їй. 2а —5у—24= 0. |. 2) (1: 3) es el punto 


де tangencia, 3) no existe intersección. 


$36 

a% + x—2y = 0. Indicación. Es más cómodo utilizar la ecuación 
dela forma y= A 3. y= 29—33. 
Indicación. Establecer el sentido de la parábola y utilizar la ecuación de 
la forma (х —а = 22у. 4 + Му—ба+49=0. 5. 
—4x—16=0. 6. 170—2: —0, p = 5. hacia la izquierda; 2) O,(3; — 3), 
p= 2, hacia arriba. 7. 0 Of 1:2), FL 4, а+1=0, у= 0; 
2) ойну, 8:0, «—4=0, у—3=0; 3) O: —1, (2 2, =) 
y+1=0, 21—950; 4) OR: 0, FG: y=0 х—1=0; 
3 00; 2, FO: D. ж= 0, y—3=0. 8 0) узу e + 7=05 
2006 2у+9=0. 9. 1) ي )2 ;0 = 88 + +28 + ر4 ەر‎ 
вару +28 =0. 1ф1) PB A =0: DAA 
+ 8—4 =0. 


$ 37 
LI 2 ر16 + ی7 3 ادرو‎ 10 о 169 +77 
ay 24y 430. 302 6x+t=0e y+2 
7. атс tg (—0.4). Sat + 4952 = 1225. 9. 3434 4y? = 48. 10. 41+ 
si ЕЧ 
4232 зү. 12. 3420. 13.45. 14 — 15. 2p. 
н. ا‎ ms 
ЕЖЕ 
зуе 1. 205—545 — | 75. 23. 10y13. 


А 1 
16.7y25, 17. 8/3 18.277 


24.48. 28.3 4y—2=0. У —=+ уе рев 

225 = 4253 99 .29 2اک کو ر ر12 0m. 28. at=‏ .0 
16 

Mi 33mm. 32 (18; 1) y (18: —10). 38. 4 


a л 2 
з (3k. 35. 10. зв. 010. з. IZ 380008. 39. 9 
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Respuestas a los ejercicios 


—%#=% arg ld. IIA 42 +—2у—3=%0, 


7-0 24 y 10, э+у—4-0. BV 4 


3:83) в.» esa apas 


sosio Ef 


$4 
AN AAA 
NES 


19. а. 20.12. 


26.1 27.2. 28. 05. 29.0 


аа al. ма 


$49 
1 
ida 12 47 5 +. 
шох MS а 11 16, 2 
18.115 202 2.05 
$51 
1. L099. 2.2485 3.1304 4.2352 5.1610. 6. 1833 


1. —б174. `в. 222305. 


$5 


1935 A YA 2 DB: 2076; J Re+ i; 
4) заба +4. 5.70) =0, J(3) =0. 6. 1) Todos los valores 
de x, excepto y 2) todos los valores de x, excepto r= +1; 
Уз> rt J r>0; б —o<r< 4 ж. 7) —1<< +1 


$ 55 
1906; 2) OA: 3) —1. 2. 0 138; 2) 0: 328% 3.1225 
3 
3A 410—6: Y UGAZ 62—013. 


T N Ar: 2) 4rdr + Ax; 3) бай —2Ar + Ax. 4) —2rAr— 
340—045: 9 Ib + drid? + (49: 0) GAT + r" — 
ر‎ + Дд} + Ar 
чк +) 
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045): — да + 2(49)%; 7) 


Respuestas a los ejercicios 
$ 57 


— Ms. 
2 


§ 61 
ъз. 2.1223. 3.0) 5:2) 41; 3) 401; 4) 4001. 4.16. 
5.1) 21:23 Ry 3 


§ 62 
L2 20005 32:36 416 


8 63 


14 2.105. 3.82 ddr do 5.612 6. 
4 

пома в 25 9. 1) 1: 2 0; 3) —5: 4) —7. 
” 


$ 66 
06:20 2.45 UF 4 4r—y—ó=0 5 + 
+y+3=0, x—Sy+11=0 
$7 


LO 2a BS 4p 513. 6—12. 
a2 gtd 10.3002 1—2 12 2 
MB. 2r Fl. MRA 15.90. 16.30-62. 17. Зай + 


meto эв alaya 


4 


1 
язы 23. 0,25. 4.— T = 
Uys n YE э. эў» 

34.2 a E وسا‎ pan 2 к 

= eo» ГЕ 

Ее, 2 А 22 +25 +1. 3з — 1 sii 1 я 

e as Тра PA 
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Respuestas a los ejercicios 


алуда و‎ aura وو‎ 
2. 
х 49. y= il S0 bei 
Di м. рг-0у 8: 
081-0; 4: 8 55. 0=202 mj; га 3065 56. 1) v = 0,4 msi 
3122045, 3) 8 = 70А т. 57. 181,5-10% ergios. 58. 1) 11; 2) 13. 
61. 2m. 62. 4929. NA 


44 х Б2у 40, 2 3 =0. 45. (1:2. 46. 
47. у= 45—20. 48. 


e=4. 51. 23 amperios. 52. 


З 
лен E AI НАА 


1 1 
1. 200 — и + 42 би — 0. .ل ي .ل‎ 
67. 20( ES *- тт 
» „> х 21-89 x 
o2. n 5 n s= 
ey Ma Сүйү» vaza 
ж. 90 AQ RRE MES 
x у SEE 


е 78. Мз (Se + 1) (x + 1), 


"=>. 


ASH, mrri, 
ШИГ] ГЕП 

an 43) 5 ME. 

Ve FIF ye 
e EE e RE FE 

EME ята ГЕ 

++? a а 
91. 92. a е. 

үкү A gaya 
.ل‎ % = 

ТҮГЕ РЕЧТЕ 

$ 78 
1. I—cosx. 2cosg—g seng. 3". dcos? 5, 4cose 2r, 
2sent 

СВ. Teteg. ва . cos O + соз 20. 10. SEE. 
18 gp. Basent 9.00 + реф 
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Respuestas a los ejercicios 


1 
m- рма. Beco sena. 1410 15, 20828. 


A а). sama 


Marta 21 209-0 و م‎ 2. ыт Paila 


216 
1 A a 
. as. agr Vani 26,4 sen t 27 Ecos hs 
Жу жун = ЫП 
A 29, TS, 30, sen? x(3 cost x — sent 1) 


Zeot r 
31. 4 соб соз 3. 32. зев 40. 33. sens. 34.900 х. 35S. cos 2r. 


E 


2 2А Ы 
a. Û e eee lo аав рата а. cig 2o ата 


ш 
sen =>; 2) 1=24, donde 
=; 2) t= 2k, donde 


k es un número entero o cero; 3) 3 =a: —а; a; —a 


$79 


шн 


в. ctga Sgt Mtg 112. 


2# 10 2a E: 


- E. um -E . 

PA A Чаа +» 
1 snr 2 ê 

- - 2. miat 

эв, ү Pa 53 
20 betg ritsen r. 2L gi. 22 сп 23 a 


24, == =. 2S. цал. 26.2tg(1—N. 27.2085. 28. ctgxcoss. 
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§ 81 
E a йй. 
т + 
6. atma 7. атасак в аці 20) 9, pe. 


з. 2. 


1. prea Ш. retl). A 


MI. ecos. 16.2 cos Its (+ 
1 м 
жюз}. sende. 2i — Ve sea VE. 
П кн 
MORAN 2 ent 
20 эё! la y 
.کے‎ ==. n, 


А 4 
28. н (cos езе) 29. +, 7). 30. 2 (eos 2p sen 2) 


A 
(E траг 


o 22429 sen (45—24). 31. 20692 sen ax. 32. 


+ 35. HA—x) 


2 
a+ 


2 are sen y 
[Дет 


TA 
17, í 
e EZF 


2 


20, 


A+ sare te 


LO 26. 36 4 


2e в йе ога. 9. 
* E ше 


$ 85 
SE 2 зу 4—6 50=20j=16 6 
ja س دزا‎ 


9, 


o, 
1 

j=l sos 
Jue ж=з=н Mr JA Y 


+ 


=з. 2)» а, 2: 2 5 аз. э 1706 mf, vy = 


= 102 mjs, 98 mje. М. 1) S = 43,1 m; 2) = 30,2 mjs., j = 
=—98 mp8; 3) 124085, S=916 m, 15. j= a F bet =S para 
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ч 
ТЕТ) 
= 22m, | /=—2V2m, 9 F=4m. 19. F=—m8S. 20. F=2m= 


todo t. 16. v = ek, j= ab. 17. j 18. a) ғ 


= const. 21, F = Аан. 22. j=— Č 09. Indicación. De la ecua- 


0 
ción dada, expresar £ mediante y y sustituir el valor de £ en la expre- 
sión para la aceleración. 


5 90 
cis aora ia 
КК ме: жеше E il 
З, калашы жо О: 
E E бй Бес били а 


ciende. 5. 1) Decrece cuando x < 2) decrece 


10, Máx. (3,2). 11. Mín (0; 0). 


' 
s3} 
$ 


Io (e o fe =i} 


13. Ма. (0; —9), máx. 


z 16, Máx. | 1: 1 in. {3: 17. Má: 
3]: акш [к], аса т 


PELA más dica] 
2; 6 5) min (1 2. 
19. Máx. (—1; 9), mín, (3; —23). 20. Min. (—1; —0,5), máx. 1(: 0.5). 


21. Мах, (1; —12), min. (5; 24). 


СЕЕ 


§ 93 


1. 1) Convexa, 2) cóncava. 2. 1) Convexa, 2) cóncava. 3. 1) Cóncava 
en todos los puntos, 2) convexa en todos los puntos. 4. Punto de inflexión 


б. 5. Pano меш (1: N- -Panto de nión 0] 


7. Punto de inflexión (2; —4). 8. No hay punto de inflexión. 9. Puntos 
de inflexión (2; 62) y (4; 206). 10. Puntos de inflexión (—3; 294) y 
(2; 114). 1. No hay punto de inflexión. 12. Puntos de inflexión 
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[e Y (25: -3) 13. Puntos de inflexión (0.7: 22), 


(0; 1) y (0,7; —02). 14. Convexidad cuando x < —] * concavidad cuando 


+ 
x> {1 15 Concavidad cuando x < — рә convexidad cuando 


y concavidaa cuando r>-‏ >> ا 
z 2‏ 2 


§ 94 
1. Min (0:0). 2. Min. (0; —12). 3. Min. (3; —6). 4. Mêx. (2; 3) 
2. 


кш. оланы. амь A 


тик (3: 149, min. (2; —6 :) 


Dy cool ajo 


san ( 


її, No existe máximo ni mínimo. 12, Crece cuando х < — 2, decrece 
eujndo —2 < x < 2, crece cuando x>2. 13, Decre cuando к< — $, 


ET 


s 5 
иңе cuando —1< + < 3 decrece cuando «>з U Min. (1; e). 


15) ми. (2,5: 2), máx. (2,5; 2) 


$95 

був 23y3 F4y4 405 5 Elcuadrado. 6. 100% 
x М0 нй. 7. уст. 8 5х Semî 9. 10 x Юст. 10. ~07m. 
01. 60,63 т.  123x6x4dw. 13.2 ат. 14. 2х2х 1 т. 


15.2R=H=3Vicw. 16. R= H= ўба. 17.4cm. 18. 10cm. 


20 2 
19.75 еъ. 20. Sem AGRA 22.5cm. 23 (2; +2. 


24. 2071 ш. 25. 24 m. 26. vmis, = 64 mjs. E 

2 
28 Rr. 29. La anchura de la viga es de em, y su altura, 
Men эю Ê, E. эм. 
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$9 


5. Del mismo orden. 6. a) 1—cos x, de orden superior, b) del mismo 
orden, e) del mismo orden, d) equivalentes, e) 1~ eos 2, de orden 
Superior. 7. a) Del mismo orden, b) del mismo orden, c) sen я, de orden 
inferior, d) equivalentes, e) cost x, de orden superior. 8. Indicación. 


Utilizar Ja fórmula tg х = 22. 


бз 90008. 


10, 0.1 ем. Hl. ~ lOr cm 12.03 ma. 13. rR emî 
14. wS em 15. 0,1 cm 16. 02 ст. 17. 0,08%, 
18. 29%. 19. 2h. 20. ~ 12.07. 2L 224814. 
2316. 24. BG. 25. 2554, 26. OSI 


6 202. 


5. ap + C 


a ar 


1 
-уе+с nte 
rate la 


16 


Respuestas а los ejercicios 
а 1 E 
mirare mola maño опоўе+с 


> 1 
NHC. Bele +С. 


Aya -+ с. 


A E 
Е • 


32. —3асщи+С. W. 1а С. 34. 2х зов +C. 
38. 92m С. 36 2gp + Зав БС. 37. +С. 


1 3 
a +e. ааа 


1 3 
A 
4.20 tg +C. 4би+2сщ!+С. 47.07 cos х +С. 4B. tar +C. 
49. tg x—x + C. 50.0—arctgx+C. Indicación. Representar stds 
en la forma (14 1 I) dz. 


§ 107 


1 
e +3, 


سو ا 


1 

jess 5 засце 6y 
1 

„зыя. S243 SPM. 


10. S= sent +6. 1.5 


2 
ве. їъ5= ле. 


$ 108 


sC. dm es 
Ы or + 


1 
G++. 
gg OFC. 2 


2 3 1 
AGA s ¿Ve +С. 6 зҮ P +С. 


ES в. Y+ 9. тааз, 
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1 1 1 
W= Gms A+ U goose HC. 12, mar +С. 


Д z 

I ciin +e. 1e 2ænfje+a)+e. as змат 
1 1 1 

+} cosa +c 16 JURO AO 


П 1 \ 
m, тос 19. тес w тез +С. 


1 
в. +. == Ь 
A+. эз. єс. 


SHC. (RO. +0 


)2125 وچ 5 


ат + с. 


0 چ‎ 1 
+ TE a 
а. apte a TER 5 


Геза i 
30. AFIP С. MG VUF +С. 32.8014 sena) +С 
1 1 
— in (2—3 cos +e 3. ل‎ 
з. gmote AOS +c. 


EE! 


č з. Зүй 7 зв Esenta +С, 
و‎ VPO 38. sena + C, o 


1 
соза С. 39. seng +C. 4ф— 
3 + o w- 


тома +c. 

3 costa Co 
1 1 

x cos OVeos +С. 41. (1+ seas) +C. 42 — eos зна + С. 


43 en +C. Inle +C. 4S (+) +С. 


2 ا‎ a 
=i А үп y 2/24 0 
а рус а. Ê VTF AIR 


1 
gn (1+ sea 2 + C. 


1 А 1 = 
s2 Laretg +С. 53. Larg 
нечне зърната 


1 a 
55, 7 are sen 2+ C. 36. aresen $ +С. 


Respuestas a los ejercicios 


1 20 
за тамат С. STF С. a+ C, 


1 
61. are tg (sen a) +С. СЕЗЕ СИ 


1 
жасца С. 64. Jaresen 29 +С. 65, lr + C 


2 1 
в, ITF +С. 67. cos xeco x + С. Повені, Sustituir: 


sen? x = sen x senî x = sen (сой). бү + ANT 
+ 1) + С. Indicación. 1 + VF = z. Demostrar que la respuesta se puede 
presentar en la forma: 2 VF —2in (JF + 1) 4С. 69. snl 1+ 
+ x| + С. Indicación. Representar x dz еп la forma: (x + 1— dx, 


70. (VF асі) + С. Indicación. VF = TADO 


зара Soi: 1+ os =2 Ê: 2 tg +C 


§ uo 


7.325 


13, 45. 


3 
2, 
з 


м. WEN 18.2155 16.47. 17.6027. 182M. 
2 
19—360 6 зо 224 23-019. м 


25:2. 5.2. 2.2. 29.075. 30.2. 31. ~ 396. 


зоо. BS AL r 33. 
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§ 111 

LÊ. 22. az «ом SAVED. вз na 
8.025 эт wa Z. ок VÍ 12 m06 
E їз 16027. 
rll 2 282. az iwi зо 
24. ~ 0,29. 25. 0,5. 26. 22. 27. e— ¥ 28. Ey 29. 4, 

3 16 3 

30. ntt. 31 0. 32 0078, 33. 0045 34 r 105. 
35. are sen © з. в. з. 2. зв age 


39. 0,39. Indicación. Sustitución 4" 
Véase la solución del ejemplo 12 ($ 108). 


814 


1 
40, ул. Indicación. 


1 
LO. 215 LIT 414 518 


. 19,5. 


4 1 
ъз. nyg DIA 04 M3 2D; 


зв; Y GS: 2 BD 2 FYE: ув 4 wa. 


§ 116 
» 
1. 9л. 3 T zem. 4 з" em? 5. 1388тсш%. 
4 1 16 se 
6. — rab. 7. 22 500 х cm. 8. =. 9.1) к; сф 
3 5 2 Ц 15 3 15 


«ж 
1 
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Respuestas a los ejercicios 
§ 18 


1 
140m. 2 5=z8f. 3 im 49m S. 90m 6.te5s, 


S= 10m. 79cm. 8. 196m. 9—204m 


$ 119 
konum zomig Lozim а отца 
койма. бй» Tim nig o$ yM 
e sg aomp шешем IA 
e NN A 
de resistencia. Indicación. La fuerza de resistencia del medio F = Ай; 
DA 


§ 120 
1.72 kgm. 2 ~48,lkgm. 3. ~45216kgm. 4. ~213300 kgm. 
5.1600 кұш. 6. ~634kgm. 7. —7536 kgm. 8. 12730x kgm. 
9. 110000 kgm. Indicación. Hallar por separado el trabajo de elevación 
de la soga y dela jaula. 10. 20.2507 kgm. 11. ~21 kgm. Indicación. 
Utilizar la ecuación de la parábola de la forma y = Ax. 


§ 121 
1. 12 kgf. 2.625 ка. 3.189. 4. 528 kgf. 5. 1) 57,6 gf. 
2) 105,6 gl. 0) 1) 15gl 2) 2,258. 8. —137kgl 9. ~ 9,6 kgf. 
10. 225 kgf. 11. 18. 12. 22,2 tí. 13, 2185 6. 14. — 17,7 cm. 


8123 
اا у‏ وة ودع 
давав 307090‏ مو 

з=. 


1 
tye (PI y MIA RO ту 


E aE ose Wye 


VE a+ 
пута у= = 


| ПАА у=» 1217 
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-23+ у=. у 


21 30 + р FÎ. 22 уаз 


24. yess. 25. y=x e у= 205—8. 


27. арон) С. 28. у Са) 29. уе Сүт 
1 


30. xy = Cel, 31. у= Себ +1. 32. у = Саа. 33, y= CF, 
з 


34. у= са т 35 x= ++ 36. y= 2 +2. 


37. у= 30-85 8. j 48. ye. 0. ycr 41,39. 


Smut ИСС 


46.27. 47. —24 трт. Indicación. Si ө es la velocidad angular 


de rotación del isc, 38. expresa el retardo de la rotación ocasionado 


por el rozamiento. De acuerdo con los datos Š> = hw, donde 4 es el 


5 
coeficiente de proporcionalidad, 48, Ê rps. 49. ~6, min. S0. 2,498 


sÊ 
8124 
ر‎ 20-06 AMC a 
= зз [С]. S. y? + atin (Cel =0. 6. (+ 2aretg = =C. 
пус. эи". 


10, 2Cy — Съ + 1= 0. 
Indicación. Para resolver el ejemplo hay que conocer el valor de la 


de 
$ » y para hallarlo se puede utilizar el ejemplo No 31 ($ 79). 
En 22 


2V 12. хе A 
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8125 
Sk 


ауто RO. 6.у= 


ау +С 25-х 


= sent + Соо. all. وس عر‎ у= 
z > 


=a MARZO y= +С 
а 
13. у= (+AA. 14 9 = e [arl 2+0) س‎ 
х 
«ъан. 
Indicación. Para resolver el ejemplo hay que conocer el valor de la 


соп este proposito se puede emplear el ejemplo No 22 


(879. 16. ay Ха). 0.5200. س‎ r — 


2,2 
INIA 
E 


8 126 


5 1 
yola yn таз 
у= + y a+ 


TRE PR E 10 Las 
E 2 


+io буе -2ығ фсе фС. 70-0 +0р+С. By 
= ова + СУ +С, ЕЕС w. y= 


== +02 + Cp 11 Б-те +С, seu 


Indicación. Un cuerpo lanzado hacia arriba en sentido vertical se des- 
plaza por la acción de la fuerza de la gravedad con una aceleración cons- 
tante igual a—g. 


Respuestas а los ejercicios 

ms Interliga роем S= 
tt 

OL азе, ае јен 30-2. SA 


16. 5=441 


$ 127 


з. у= Се® + Су. 4 у= Сан 5. у= С Сит. 
Се” + Сезе. ту Cj Сре. 8 y= Сү + Ca, 


6. y 
3 

у (С Cae). 10. y= {Cj cos x + Cg sen). П. y= 

EC, cos 2x + Cg sen 2з). 12. y= C, cos x + Сев. 13, y = 

Cy cos 4х + Cgsen 4x. BU. у= 225, 15. ym e2, 16. y= 


= зр 70). 17. S= feos 24 + sen 20) КЕТЕ 
4 2 sen #). 19. S— 2e F sen t 
$ 130 


1. Converge. 2. Converge. 3. Converge. 4. Diverge. 5. Diverge, 
6. Converge. 7. Converge. 8. Converge. Indicación. Demostrar que si 


SRE a EA 
п>3 зе verifica la inccuación wym >2%, es decir, <) 
Después, aplicar el criterio de comparación. 9, Divergo. 10. Converge. 
11. Converge. Indicación. Demostrar la inccuación we + 1) > 2". 
12. Diverge. 


$ 131 
1, Converge. 2. Converge. 3. Diverge. 
$ 132 
1. Absolutamente convergente. 2. No absolutamente convergente. 
$ 134 
1. Converge cuando —1 < x < l 1. Converge cuando 1< < 1. 
3. Converge en — < x < + ос. 4. Converge cusndo—o < # < -+ 00. 
5. Converge cuando —1 < # < L 
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A NUESTROS LECTORES 


Mir edita libros soviéticos traducidos al español, inglés, 
francés, árabe y otros idiomas extranjeros. Entre ellos figu- 
тап las mejores obras de las distintas ramas de la ciencia y la 
técnica: manuales para los centros de enseñanza superior у 
escuelas tecnológicas; literatura sobre ciencias naturales у 
médicas. También se incluyen monografías, libros de divul- 
gación científica y ciencia ficción. Dirijan sus opiniones a la 
Editorial Mir, 1 Rizhskî per. 2, 129820, Moscó, 1-110, GSP, 
URSS. 


ESTIMADOS LECTORES 


La editorial „Mir“ 
en el transcurso del año 1977 
publica los siguientes libros 
traducidos al español: 


Problemas de análisis matemático 
de С. Berman 

Esta colección de problemas está dedicada a los estudiantes que 
cursan análisis matemático en centros de enseñanza técnica superior. 

No contiene la teoría ni las fórmulas necesarias, el lector las 
encontrará en los capítulos respectivos del manual de análisis mate- 
mático. La mayoría de los problemas está subdividida en grupos, 
lo que facilita el trabajo con este libro. A los grupos de problemas de 
contenido homogéneo precede una indicación general. Todos los 
Problemas de contenido físico van acompañados de las nociones 
necesarias sobre la física. 

El libro contiene un apéndice: Tablas de las magnitudes de 
algunas funciones elementales. 

El autor analiza un total de 4465 problemas. Estos „Proble- 
mas” están destinados a Jos estudiantes de centros de enseñanza 
técnica superior. 


Tables de funciones trigonométricas 
con cinco cifras decimales 
de L. Jrenov 
El contenido fundamental de la tabla lo forman los valores 
naturales de 6 funciones trigonométricas con cinco cifras decimales, 


lo que garantiza prácticamente una exactitud relativa igual para 
todas las funciones. Estas tablas se utilizan para los cálculos más 


Sinos de clon шаша рс 

Las tablas son de gran utilidad para el trabajo con máquinas 
calculadoras más diversas, desde los aritmómetros de reclado о 
palancas hasta Jos automáticos о semiautomáticos. 


